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De nos jours, la simulation numérique est devenue une étape incontournable dans les 
chaînes de conception industrielles pour aider à la compréhension des mécanismes physiques 
mis en jeu. C’est une approche qui permet à l’ingénieur ou au chercheur d’analyser des 
phénomènes qui, par leur complexité, échappent au calcul traditionnel. Le grand intérêt pour 
cette discipline fait que les outils mathématiques et numériques sont omniprésents dans les 
processus de fabrication au sein des entreprises pour le maintien de leur compétitivité (des 
produits conçus plus vite, de meilleure qualité et moins cher). Pour la mise en forme des 
matériaux en particulier, la modélisation numérique occupe aujourd’hui une place importante 
dans la réalisation de produits répondant à des critères de haute qualité et de prix compétitifs, 
sur le marché européen comme international.  
Vu les nombreux enjeux (économiques et scientifiques) que représentent la recherche et le 
développement industriel dans ce domaine, de nombreux projets sont régulièrement mis en 
œuvre pour améliorer l’efficacité des moyens de modélisation des procédés reposant sur des 
mécanismes plus ou moins complexes. Malgré les nombreux progrès réalisés dans ce 
domaine, il existe aujourd’hui une gamme de procédés dont la simulation numérique n’est 
toujours pas fiable et pose des problèmes. On les appelle ici les procédés à faible zone de 
contact. 
Les procédés à faible zone de contact sont des procédés de mise en forme ayant, à un 
instant donné, une faible portion de matière en contact avec les outils de mise en forme, et 
laissant libre une grande partie de cette matière. Bien entendu, la zone de contact évolue dans 
le temps. Par rapport à la durée du procédé, ils sont caractérisés par un temps de contact très 
court à l’endroit où l’essentiel de la déformation est imposée. Parmi ces procédés, on peut 
citer le laminage circulaire, le laminage droit, le laminage de produits longs, l’étirage, le 
tréfilage…Un défi important pour la simulation est alors d’avoir une modélisation du contact 
très précise dans ces zones, de manière à bien modéliser la déformation globale du matériau. 
Le contact est une caractéristique intrinsèque de la mécanique par laquelle les corps 
interagissent entre eux. De nos jours, plusieurs modèles ont été développés et ne cessent 
d’évoluer pour tenir compte de mieux en mieux de la complexité de ce phénomène. Une 
bonne modélisation numérique du contact est un facteur essentiel à une bonne modélisation 
des procédés, et tout particulièrement en mise en forme des matériaux. L’objectif ultime de ce 
travail est d’améliorer la précision des outils de calcul numérique en améliorant la méthode de 
gestion de contact. 
 Dans ce chapitre, nous présenterons les objectifs de cette étude. Nous commencerons 
alors par introduire les procédés à faible zone de contact. Nous préciserons ensuite la 
problématique soulevée par le projet et les objectifs de la thèse. 
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I.1. Procédés à faible zone de contact 
On cite, dans cette partie, quelques exemples de procédés à faible zone de contact sur 
lesquels nous avons travaillé pendant le projet : le laminage circulaire, le laminage droit et le 
filage/tréfilage.  
I.1.1.  Laminage circulaire 
Le laminage circulaire est un des principaux procédés auquel on s’intéresse dans ce 
manuscrit.
C’est un procédé de mise en forme à chaud ou à froid [Traore01, Losilla02]. Il a pour but 
d’obtenir, à partir d’un anneau initial, un anneau ayant une épaisseur plus faible et un 
diamètre plus grand (Figure I-  2). Il permet de réaliser des pièces de révolution à section 
rectangulaire ou profilée, sans soudure et avec une orientation de grain favorable. Les pièces 
obtenues sont utilisées pour la fabrication de composants de réacteurs d’avion, d’engins de 
génie civil ou d’éoliennes, de centrales nucléaires, de grandes valves, de générateurs 
d’énergie, ou encore de grandes presses pour l’industrie alimentaire…  
Pour atteindre ce but, une ébauche cylindrique préalablement percée est entraînée par un 
cylindre extérieur (Figure I-  2) en rotation et comprimée par un mandrin libre en rotation et 
qui se déplace en translation à une vitesse ou à une force connue. Des cônes (Figure I-  2 (b)) 
sont présents pour empêcher la matière de remonter, et des bras de centrage empêchent 
l’anneau de s’ovaliser. Une des principales difficultés de ce procédé est que certains de ces 
outils sont pilotés en force (ou en couple), et d’autres en vitesse ou position.  
Figure I-  1: Principe du procédé de laminage circulaire 
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Figure I-  2: Schéma du procédé 
Il faut dix à vingt tours pour obtenir progressivement la transformation voulue. Une 
particule matérielle subit donc une série de petites déformations (quelques pourcents), 
entrecoupée d’une fraction de seconde de repos. Sur le plan thermique, chaque contact avec 
une paire d’outils entraîne un refroidissement en surface, d’autant plus faible que le contact 
est court. Le refroidissement est compensé par l’échauffement thermique dû à la déformation 
du matériau. 
Les principaux avantages de ce procédé sont [Yang91, MOON08] :  
 Un temps d’opération court (comparé aux autres méthodes par forgeage) ; 
 Une réduction des pertes de matière (minimisation des surépaisseurs) ; 
 Une bonne résistance due à l’absence de soudure et aussi au mode de déformation 
qui crée un fibrage orthoradial favorable à la résistance en fatigue. 
Cependant ce procédé a quelques inconvénients [DARLINGTON08]. Il est en effet très 
instable, du fait notamment de la différence de diamètre entre les deux cylindres de laminage. 
Il est également coûteux et compliqué à mettre en œuvre. Tout problème de conception des 
outils ou de pilotage ou dans la conception du procédé peut conduire à des pertes de 
productivité importantes. Ce procédé a aussi l’inconvénient, par rapport aux autres procédés 
de forgeage, de ne pas remplir facilement les rayures lorsqu’elles sont profondes. Cela est dû 
au fait que, durant le procédé, la réduction de matière dans la section tend à augmenter le 
diamètre et au lieu de s’écouler pour remplir les cavités. 
Ce procédé peut être utilisé pour tout matériau ductile, mais il est principalement retenu pour 
les aciers, et dans une moindre mesure pour des alliages d’aluminium, de titane et aussi des 
composites.  
I.1.2. Laminage de produits plats 
 Le laminage de produits plats sert à produire des tôles, principalement destinées au 
boîtage alimentaire, au bâtiment et au transport. Ce procédé consiste à réduire l’épaisseur de 
la tôle par passages successifs entre des cylindres en rotation (Figure I-  3) [Montmitonnet02]. 
Une tôle est une plaque rectangulaire. Sa longueur est en moyenne de l’ordre d’une centaine 
de mètres, sa largeur du mètre et son épaisseur du millimètre. L’écrasement entre deux 
cylindres animés de mouvements de rotation antagonistes (Figure I-  3) permet de réduire 
l’épaisseur de la tôle 
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Les premières séries de réductions sont réalisées à chaud afin d’effectuer facilement de 
fortes déformations du matériau et d’ajuster les propriétés métallurgiques du produit. Le 
passage à froid est ensuite nécessaire pour obtenir les caractéristiques géométriques et 
mécaniques adéquates, ainsi qu’un bon état de surface. 
Figure I-  3: Principe de base du laminage produit plat 
En dehors de bonnes propriétés mécaniques, la principale caractéristique demandée à la tôle 
laminée est une géométrie correcte et un bon état de surface. Le profil d’épaisseur transverse 
de la tôle en sortie d’emprise dépend de l’ensemble des déformations de la cage. Différents 
défauts géométriques peuvent apparaître : des défauts de profil et de planéité (respectivement 
variations d’épaisseur dans le sens transverse et écart à la planéité de la surface moyenne de la 
tôle). Ces défauts sont dus essentiellement au contact entre les cylindres et la tôle. 
Il est alors un phénomène essentiel à prendre en compte pour modéliser les défauts afin de les 
éliminer pour assurer une bonne qualité de produit 
I.1.3. Etirage-Tréfilage 
Il s’agit de procédés de mise en forme à froid. L’étirage consiste à réduire la section 
d’un produit long en le forçant à passer à travers l’orifice d’une filière (Figure I-  4a) qui 
présente la forme de la section finale souhaitée ; cette action est obtenue par traction sur le 
produit au-delà de la sortie de la filière. Le tréfilage permet d’obtenir des produits 
cylindriques plein et de faible diamètre (fils) alors que les tubes, les barres et certains profilés 
sont obtenus par étirage (Figure I-  4b). 
Introduction 
- 5 - 
(a)           (b) 
Figure I-  4: (a) Principe de tréfilage d’un fil (b) quelques exemples de produits étirés 
Les produits obtenus par tréfilage sont destinés à des applications électriques et mécaniques. 
On y trouve les câbles nus de transport d’énergie, les câbles isolés de distribution d’énergie 
ainsi que des câbles souples et de la filerie domestique. Les applications mécaniques 
regroupent des produits aussi variés que les rivets civils et aéronautiques, les aiguilles à 
tricoter ou le fil de soudure. Les barres étirées sont utilisées essentiellement pour des 
applications mécaniques nécessitant un usinage ou sont destinées à la forge ou au matriçage. 
Les tubes étirés ont de nombreuses applications variées telles que les échangeurs thermiques 
pour l’automobile, les canalisations hydrauliques, les équipements de loisir (ailes volantes, 
flèches d’arc, etc.).  
Les produits étirés nécessitent généralement un aspect de surface soigné. Pour cela ces 
procédés nécessitent une lubrification poussée afin de diminuer les forces d’étirage et surtout 
pour éviter la dégradation de l’état de surface. Les principaux défauts observés sur les pièces 
obtenues sont des défauts de surfaces qui sont dus généralement à un mauvais contact entre la 
filière et la pièce. On conclue alors que pour ces procédés aussi, le phénomène de contact joue 
un rôle très important.  
I.2.  Modélisation : atouts et limites 
La mise au point de ces procédés est généralement difficile, car les pièces fabriquées 
doivent vérifier des propriétés de géométrie et des caractéristiques mécaniques très précises. 
Pour obtenir cette qualité et pour accroître la compréhension de ces procédés de manière à les 
optimiser, on a souvent recours à la simulation numérique. En remplaçant des essais longs et 
coûteux, elle permet aux entreprises d’accroître leur compétitivité en effectuant des études de 
faisabilités à coût réduit. 
Notre travail de thèse est basé sur le logiciel commercial EF (élément finis) Forge3®, qui 
est utilisé par les industriels du projet pour la simulation de leurs procédés de mise en forme. 
C’est un code tridimensionnel qui a été développé depuis les années 80 au CEMEF 
[Cescutti89, Soyris90] et qui est dédié à la modélisation de la mise en forme de matériaux 
massifs. Ce logiciel est en perpétuelle évolution pour modéliser une gamme de plus en plus 
large de problèmes industriels. Bien qu’il réponde aujourd’hui pleinement à la plupart des 
attentes industrielles, la simulation des procédés ayant une faible portion de matière en 
contact n’est pas toujours parfaitement satisfaisante. Il arrive en effet que les calculs ne soient 
pas suffisamment précis dans la zone de contact où est imposé l’essentiel de la déformation, et 
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que ce manque de précision conduise à des erreurs importantes sur l’écoulement de matière et 
sur les variables thermomécaniques du procédé. Ce problème est particulièrement critique 
pour le procédé de laminage circulaire, où les résultats ne reproduisent pas parfaitement 
l’expérience. Même si les origines de ces écarts peuvent être multiples, et pas seulement 
numériques, elles sont sensibles à la précision du traitement du contact.  
Les résultats de calculs donnent des déformations et des échauffements trop importants et 
surprenants. On montre par exemple sur la Figure I-  5 des relevés numériques et 
expérimentaux de température au cours du procédé proposé par AUBERT DUVAL, que les 
différences de valeurs mais surtout de variations sont significatives. Du point de vue 
mécanique, la simulation numérique prédit des déformations équivalentes de l’ordre 8, ce  qui 
est fortement « non-conformes » aux observations habituelles (Figure I-  6). D’autre part, les 
simulations réalisées sans utiliser les cônes de laminage montrent une remontée excessive de 
l’anneau en hauteur (Figure I-  7) par rapport aux expériences. La formation de cornes sur les 
faces latérales de la couronne est, quant à elle, largement surestimée par le calcul. On obtient 
ainsi un profil final de l’anneau différent de l’expérience, où on n’observe pas la même 
dissymétrie de montée du métal entre le côté en contact avec le mandrin et celui en contact 
avec le cylindre (Figure I-  7). Ces constatations nous amènent à penser que ces deux 
phénomènes (la déformation excessive avec les cônes et la remontée excessive sans les cônes) 
sont reliés. 
Figure I-  5: Comparaison entre l’expérience et la simulation de l’évolution de la 
température au cours du temps pour un point matériel sur la surface ( cas de laminage 
circulaire de AUBERT&DUVAL) 
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Figure I-  7: Comparaison du profil final de l’anneau réel (contour en gris) et de celui 
obtenu par la simulation (en rouge) : le profil calculé est plus dissymétrique avec une 
remontée excessive de la matière au niveau du mandrin (essais AUBERT&DUVAL). 
Amélioration de la modélisation de contact 
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Dans la perspective d’améliorer ces résultats, de nombreuses études numériques ont 
été menées en préalable à nos travaux, pour évaluer l’influence du pas de temps, des tailles de 
mailles, et de la valeur du frottement dans les zones d’emprise. La réduction des tailles des 
pas de temps et d’espace se sont avérées sans grande influence sur la géométrie de l’anneau, 
compte tenu de l’optimisation déjà réalisée sur ces paramètres. En revanche, l’augmentation 
du coefficient de frottement dans les zones d’emprise a nettement amélioré la qualité des 
résultats, en permettant de modéliser une remontée moins excessive et plus réaliste de la 
matière. Toutefois, cela nécessite d’utiliser des valeurs de frottement élevées et tout à fait 
inhabituelles ((µ=0,3 ; m =1) à (µ=0,3 ; m =3) pour un frottement de Coulomb limité par 
Tresca), et conduit à des difficultés de convergences avec le solveur. Une autre manière 
d’aborder cette question, celle que l’on se propose de suivre dans ce travail, consiste à 
augmenter la contribution du frottement en traitant le contact de manière plus précise dans les 
zones d’emprise.  
I.3. Problématique et objectifs de la thèse 
Le défi soulevé par la modélisation par éléments finis des procédés à faibles zones de 
contact est que l’on observe une variation considérable des échelles spatiales à prendre en 
compte: la zone de déformation est localisée sur quelques millimètres au niveau des zones de 
contact, tandis que le composant à considérer peut être long et large de plusieurs mètres, 




Figure I-  8: Taille de la zone de contact par rapport à la taille du problème pour un cas 
de laminage circulaire – à droite, zoom sur la zone de contact où l’isovaleur bleu localise 
les nœuds effectivement en contact avec le cylindre. 
Ce type de problème est évoqué aussi pour le cas laminage de produits plats par 
Montmitonnet [Montmitonnet06]. Il est alors nécessaire de mener une analyse fine du contact 
dans ces zones réduites pour prédire de façon précise l’écoulement de matière sur l’ensemble 
du domaine, là où il ne se passe pas grande chose du point de vue mécanique. Une 
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discrétisation très fine du maillage dans les zones d’emprise est bien entendue nécessaire et 
mise en oeuvre. Cette description peut être complétée par une formulation ALE 
(Arbitrairement Lagrangienne ou Eulérienne) spécifique au laminage circulaire [Traore01], ou 
au laminage de produits plats [Philippe09]. Pour les autres procédés, on peut imposer un 
critère de raffinement de maillage particulier dans les zones d’emprise qui est appliqué lors du 
remaillage du domaine, lui-même effectué régulièrement dans le cadre d’une formulation 
lagrangienne. Toutefois, ces raffinements de maillage s’avèrent insuffisants et conduisent à 
des calculs plus complexes et trop coûteux. Or, avec les maillages actuels, les temps de 
calculs sont déjà incompatibles avec une pratique industrielle. Pour le cas de laminage 
circulaire par exemple, les calculs peuvent nécessiter plusieurs semaines sur une machine 
parallèle à neuf processeurs. Il n’est donc pas envisageable de raffiner davantage le maillage 
dans les zones d’emprise. On ne peut pas non plus le déraffiner davantage en dehors de ces 
zones, car on serait alors confronté à des problèmes de précision des calculs thermiques et de 
stockage de variables. 
La formulation de contact utilisée dans Forge3® (avant nos travaux) a été optimisée 
pour la mise en forme de géométries massives avec de grandes surfaces de contact. Lorsque 
l’analyse de contact nécessite une plus grande finesse, elle présente certaines limites que l’on 
ne parvient pas toujours à lever en jouant sur les paramètres numériques du calcul : tailles du 
pas de temps et finesse du maillage.  
La problématique qui émane de ces constatations est la suivante: comment traiter le 
contact de manière plus précise dans une zone très limitée et grossièrement maillée ? 
L’objectif de notre travail est donc de développer un algorithme de contact plus précis. Ce 
travail est divisé en trois parties. Dans un premier temps, on présente la modélisation 
thermomécanique actuellement utilisée dans Forge3®, et on s’intéressera notamment à notre 
problème de contact. On décrira alors le modèle existant, le point de départ de notre travail, et 
on analysera les problèmes qui en résultent. Dans un second temps, on s’intéressera à 
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Chapitre III – Amélioration de la résolution de l'équation de contact 







L’amélioration de la modélisation du contact s’avère cruciale pour la simulation des 
procédés à faible zone de contact. Le traitement du contact a suscité de nombreux travaux de 
recherche, dans plusieurs domaines en plus de celui de la mise en forme des matériaux, 
comme la mécanique des structures, la biomécanique, le développement des pneus, l’étude de 
l’usure, la tectonique des plaques…où le contact et le frottement jouent un rôle important. 
Les équations de contact font apparaître des problèmes théoriques assez complexes, et 
plusieurs méthodes existent pour les résoudre. Il est intéressant alors, après avoir présenté les 
méthodes développées dans Forge3®, de proposer des solutions pour les améliorer. On 
commence ce chapitre par une étude bibliographique des méthodes existantes, avant de 
décrire, dans la seconde section, la solution retenue et les modèles développés. 
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III.1.Etude bibliographique  
On décrit, dans cette section, les différents axes d’études présentes dans la littérature 
pour améliorer la gestion du contact. On recherche des méthodes adaptées précises et robustes 
(d’un point de vue algorithmique mais aussi du temps de calcul). 
La formulation et la résolution du problème de contact mettent en jeu plusieurs difficultés, 
mathématiques, physiques et algorithmiques. D’un point de vue algorithmique, un des 
problèmes majeur est le caractère fortement non linéaire et non régulier des équations à 
résoudre. Cela est dû en grande partie à la non continuité et la non dérivabilité de la normale 
au contact.  
Comme on l’a déjà présenté dans le chapitre II, le modèle de contact développé dans 
Forge3® repose sur une analyse nodale (contact aux nœuds de maillage), une approximation 
locale explicite de la surface de contact par un plan, une formulation pénalisée et une 
facettisation des obstacles. La condition de non interpénétration imposée en chaque nœud 
frontière est : 






















)()( xvvv ρφφρ (III.2)
Ces approximations peuvent engendrer une perte de précision. On discute, dans la suite, 
des limites de chaque caractéristique de cette modélisation et des voies de son amélioration. 
III.1.1. Méthodes de résolution de la condition de contact 
 La méthode de résolution implémentée dans le logiciel Forge3® est une pénalisation. Le 
problème de contact est résolu d’une façon approchée, dépendant de la valeur du coefficient 
de pénalisation ρ . La solution trouvée est alors une approximation de la solution exacte ; la 







ρ1O . Des méthodes plus 
précises sont proposées dans littérature, comme la méthode des multiplicateurs de Lagrange 
[Bathe85] ou la méthode du lagrangien perturbé [Simo92] ou la méthode du Lagrangien 
augmenté [Fortin82].  
III.1.1.1. La méthode des multiplicateurs de Lagrange 
La méthode des multiplicateurs de Lagrange donne des résultats très précis. Elle 
consiste à introduire une nouvelle variable , le multiplicateur de Lagrange qui est associé à la 
condition de contact et ajouté à l’expression du Lagrangien (II.35) :  




dShdpdivpL )(,,2 vvvv λωφλ (III.3)
Et le point selle de ce lagrangien (II.39) se met alors sous la forme : 
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Trouver  ( ) ( ), , , ,p V Pλ λ∈v  tel que 0,λ ≤  et 
( ) 1* * * *2, , , , ( ) , 0v p V P Hλ λ− ∀ ∈ Ω ≤
 
 
* * * *
*
*
: ( ) . ( ) 0
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Les  multiplicateurs de Lagrange représentent les valeurs de la contrainte normale de contact 
nnσ  (ou pression de contact). Cette méthode a l’avantage de satisfaire exactement les 
conditions de contact et de calculer précisément la contrainte normale. Cependant, elle oblige 
à ajouter une autre inconnue . Elle est décrite avec plus de précision dans les ouvrages de 
Fletcher [Fletcher81] et Cook [Cook74]. Numériquement, elle conduit généralement à la 
résolution d'un système plus complexe, ayant une matrice hessienne non définie positive. En 
effet, les termes du second ordre en   sont nuls, ce qui entraîne des zéros sur la diagonale de 
la matrice. On augmente ainsi les temps de calcul, d'une part à cause de l'ajout de nouvelles 
inconnues au problème, et d'autre part à cause du mauvais conditionnement de la matrice 
hessienne du système (dans le cas d’une résolution itérative, ce qui est notre cas). Comme les 
temps de calcul des procédés à faible zone de contact sont un point très sensible, cette 
méthode est écartée.  
III.1.1.2.La méthode du Lagrangien perturbé 
C'est une variante de la méthode des multiplicateurs de Lagrange qui consiste à ajouter 
à la matrice hessienne des termes de stabilisation petits permettant d’obtenir une matrice 
définie positive. Elle a été proposée et appliquée à la résolution d'un problème de contact par 
Wriggers, Simo et Taylor en 1985 [Simo85]. Un terme quadratique en  est alors ajouté à la 
contribution de contact utilisant les multiplicateurs de Lagrange : 












Quand ∞→ρ , elle convergera vers la méthode des multiplicateur de Lagrange. 
Le système d’équations obtenu est plus facile à résoudre car mieux conditionné, mais 
cela se fait au détriment de la précision de la solution.  Pour cette méthode aussi, le choix du 
terme de perturbation est un point critique. Il faut qu’il assure à la fois une pénétration 
raisonnable, et donc une solution acceptable pour le problème de contact, et d’autre part une 
matrice bien conditionnée pour une convergence relativement rapide.  Pour remédier à ce 
problème, le coefficient de pénalisation peut varier au cours des itérations pour ainsi assurer la 
convergence de l’algorithme avec une meilleure précision. 
III.1.1.3.La méthode du Lagrangien augmenté 
Pour pallier à ces problèmes, Fortin et Glowinski [Fortin92] ont proposé une méthode 
hybride : le lagrangien augmenté. Son principe est d’introduire à la fois les multiplicateurs de 
Lagrange et le terme de pénalisation. On combine ainsi les avantages de deux méthodes. La 
contribution de contact s’écrit alors : 
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,,,, xvvv ρλλρ  (III.6)
 Le système peut être résolu itérativement par un algorithme d’Uzawa [Laursen93] ou 
de Newton généralisé [Alart97]. Les paramètres de pénalisation permettent d’accélérer la 
convergence de l’algorithme d’Uzawa et les multiplicateurs permettent de vérifier les 
conditions de contact de manière stricte lorsque l’on s’approche de la solution. Avec les 
méthodes de type Uzawa, à chaque itération,  est supposé constante. Cela revient alors à 
résoudre un problème avec pénalisation, à chaque itération. La première itération est alors 
équivalente à la méthode de pénalisation. Les itérations supplémentaires nécessaires 
[Wriggers95] permettent d’améliorer la précision, tout en augmentant le temps de calcul. 
Ces méthodes permettent de résoudre l’équation de contact d’une façon plus précise 
mais en résolvant des systèmes plus complexes ce qui peut se traduire souvent par des temps 
de calcul plus importants.  
Il se trouve que dans la plupart des problèmes de mise en forme étudiés, la méthode de 
pénalisation permet d'obtenir une solution acceptable en terme de précision, tout en étant 
performante en temps de calcul. Comme on cherche à améliorer le contact sans avoir à 
augmenter les temps de calcul, pour notre étude, nous allons garder la méthode de 
pénalisation, même si l’implémentation d’un algorithme de lagrangien augmenté reste une 
piste intéressante pour de prochains travaux. 
III.1.2. Discrétisation des équations de contact 
Un point clé du traitement de contact repose sur une intégration précise de la condition 
à imposer après discrétisation éléments finis. La discrétisation de la contribution de contact 
revient essentiellement à la discrétisation de la contrainte normale de contact h et donc au 




nnh Mλλ  (III.7)
Dans Forge3®, la condition de contact est écrite aux nœuds. Il s’agit alors d’une discrétisation 
par collocation. Par extension, on peut conserver l’écriture précédente en écrivant la 







avec ( )n ξΛ  les fonction de Dirac définies par :   
ξ∀ , si nX≠ξ  alors ( ) 0=Λ ξn   
                                       et  ( ) 1=Λ ξn  sinon
(III.8)
Chaque nœud est traité indépendamment de ses voisins. La contribution des termes de contact 
à la matrice globale du système est alors limitée à la diagonale bloc.  
Cette méthode est fréquemment utilisée pour sa simplicité, surtout lorsque les outils sont 
rigides. Cependant, quand l’analyse de contact nécessite plus de finesse, cette méthode peut 
conduire à une mauvaise estimation de la contrainte de contact, puisque la condition de 
contact n’est évaluée qu’aux nœuds de la surface. Il arrive, comme on l’a vu dans le chapitre 
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II, que le maillage ne soit pas suffisamment raffiné dans la zone de contact et que seulement 
quelques nœuds soient en contact, voire aucun. Cette situation pourrait être améliorée en 
utilisant d’autres formes de discrétisation, comme le modèle de contact intégré ou de contact 
quasi symétrique. 
III.1.2.1. Contact Intégré P1  
Avec cette formulation, les conditions de contact sont intégrées sur toute l’aire de 
contact [Laursen02], et évaluées en chaque point d’intégration du maillage de la frontière. 
Elle utilise les mêmes fonctions de base que celles du champ de la vitesse.  La contrainte 







Et la fonctionnelle de contact devient: 

















Par rapport au modèle discret, le contact intégré présente plusieurs avantages. Il 
s’appuie sur deux à six fois plus d’analyses de contact en moyenne (selon le nombre de points 
d’intégration sur la facette, selon que l’on en choisisse un seul ou bien trois) ce qui augmente 
d’autant la précision du traitement du contact. Cette formulation est cohérente avec le 
traitement du frottement, qui est lui aussi intégré sur les facettes frontières. En outre, la 
normale de contact est évaluée sur les faces, ce qui lève la difficulté de son calcul aux nœuds, 
tout particulièrement sur les arêtes et dans les coins. 
Cette formulation a l’inconvénient d’augmenter (doubler) la largeur de bande de la matrice de 
rigidité. En effet, elle crée un couplage entre les degrés de liberté d’un nœud et ceux des 
nœuds voisins de ses voisins. En dérivant le potentiel de contact contactφ , en un nœud n, le 
gradient associé  (Figure III-  1) s’écrit alors : 
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où ( )V n  est l’ensemble des nœuds voisins de n (nœuds appartenant à une même facette) 
Et la contribution des termes de contact dans la matrice de rigidité s’écrit : 
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Des termes de couplage entre des nœuds de la surface qui ne sont pas topologiquement 
voisins (qui n’appartiennent pas à un même élément) sont alors crées (voir Figure III-  1).  
kn p
Figure III-  1: Relation induite par le contact intégré entre deux nœuds de la surface non 
voisins n et p  
On double, par conséquence, la largeur de la bande du système. La matrice n’est plus autant à 
diagonale dominante. Cela est coûteux en temps de calcul, principalement parce que chaque 
produit matrice / vecteur est deux fois long. Mais surtout, ces nouveaux termes de couplage 
rendent la parallélisation du code beaucoup plus complexe. On se propose alors d’étudier un 
autre modèle de contact intégré, de type P0, qui ne présente pas ces inconvénients. 
III.1.2.2. Modèle de Contact Intégré P0  
La contrainte normale de contact hλ  est intégrée par des fonctions constantes par 






Où fλ  : valeur de la contrainte normale sur la facette f. La fonctionnelle contactφ  devient : 



























L’avantage de cette formulation est qu’elle permet d’écrire un contact intégré par facette sans 
augmenter la largeur de la bande de la matrice de rigidité. En effet, les dérivations première et 

















































Cette expression (III.16) montre qu’on ne crée un couplage qu’entre le nœud n et ses nœuds 
voisins, tout en intégrant aussi précisément les conditions de contact sur la surface. 
Chapitre III – Amélioration de la résolution de l'équation de contact 
- 55 - 
Les résultats de cette formulation sur plusieurs cas d’étude ne sont pas satisfaisants. En effet, 
leur qualité est presque identique à celle du modèle nodal et la formulation s’avère 
surcontrainte. Comme on le note sur l’expression du potentiel de contact (III.14), la condition 
de contact est exprimée aux facettes et non plus aux nœuds de la surface. On impose donc 
plus de conditions de contact que ce qu’il y a de nœuds dans l’aire de contact, contrairement à 
la formulation intégrée P1 (ou à celle du contact nodal) où on en imposait le même nombre. 
Pour cette raison, on observe des oscillations de la contrainte normale dans la zone de contact, 
comme le montre l’exemple suivant du contact de Hertz Cylindre/Plan, (Figure III-  2 et 
Annexe 2). 
          (a) Le cas de hertz contact Cylindre/ plan                        (b) Zone de contact 
Figure III-  2: (a)  problème de Hertz, contact Cylindre/Plan 
(b) isovaleurs de la condition de contact sur les facettes, 
mettant en évidences des oscillations au contact 
III.1.2.3. Modèle de Contact Quasi Symétrique 
Il s’agit d’une formulation proposée dans [Fourment03] pour le traitement du contact 
entre des corps déformables ayant des discrétisations éléments finis incompatibles et des 
tailles de mailles fort différentes. Elle repose sur une approximation du contact symétrique 
surcontraint [Habraken98], et peut également être présentée dans le cadre des éléments de 
mortier. La condition de non interpénétration, pour le cas de contact entre corps déformables 
(a et b), est une généralisation de (II.83) ; elle s’écrit comme suit :  






nvnvvv  CΩ (III.17)
Le terme de contact du Lagrangien s’écrit alors en utilisant les multiplicateurs de Lagrange : 










h vvv ,, λλ  (III.18)
( )hhhL v,λ est intégrée symétriquement sur les deux surfaces en contact CaΩ  et CbΩ : 
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Pour le cas où les discrétisations de Ca∂Ω  et Cb∂Ω  ne sont pas semblables, la formulation 
s’avère surcontrainte. Pour éviter ce problème, le modèle quasi symétrique propose de 
remplacer dans (III.19) 
h
bλ  par une approximation hbλ  qui est la projection orthogonale 
( )h hb api λ  de haλ  sur Cb∂Ω . ( )hhhL v,λ  est alors calculé de la manière suivante : 






































Cette méthode peut être étendue  au traitement du contact avec des outils rigides en intégrant 
symétriquement la condition de contact sur la surface discrétisée des outils dans le terme 
supplémentaire. La condition de contact est écrite comme suit : 





























Cela revient à ajouter des points d’intégration de la condition de contact sur le maillage des 
obstacles sans augmenter le nombre d’équations de contact et donc sans sur contrainte. 
 Avec une formulation nodale du contact, la condition unilatérale s’écrit :  
( ) ( ) ( )
. .
, , , 0
out
l
c k out k l out l
l
t q f k
k h N hξ
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(III.22)
La vitesse de chaque nœud l de l’outil dont la contribution est ajoutée à l’inéquation de 
contact, est déterminée à partir de l’interpolation du projeté de ce nœud sur la surface du 
domaine, c’est-à-dire sur la facette contenant ce nœud : 








Où lξ  est le vecteur des coordonnées barycentriques du projeté du nœud l sur la facette  lf . 
Et le terme de pénalisation s’écrit: 
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v v v v v (III.24)
Cette approche permettrait d’améliorer l’intégration des termes de contact, sans abandonner 
une formulation nodale, et cela d’autant plus que l’on raffine la discrétisation de l’outillage.  
Cela permettrait d’augmenter la précision sans raffiner le maillage du domaine. 
Cependant, d’un point de vue pratique, cette formulation est coûteuse car elle nécessite deux 
analyses de contact : une première pour le contact entre le corps déformable et l’outil et une 
autre pour le contact entre l’outil et le corps déformable. Cela se traduit également par une 
augmentation de la largeur de bande, comme le cas du contact intégré, et donc par une 
augmentation des temps de calcul et surtout une complexification pour le calcul parallèle. 
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III.1.3. Schéma d’intégration temporelle de la condition de contact 
Comme on l’a déjà introduit dans le chapitre précédant, pour des procédés incrémentaux, 
la condition de contact est écrite en fin d’incrément. Supposons connu l’ensemble des points 
en contact au début de l’incrément, deux problèmes se posent pour imposer cette condition : 
Comment assurer que les points en contact vérifient les conditions en fin d’incrément ? Et 
comment prendre en compte les modifications de la surface de contact pendant l’incrément de 
temps (des points qui quittent le contact et d’autres qui arrivent) ? 
Pour répondre à ces questions, on peut envisager deux types de gestion de contact : une 
première explicite [Fourment99] qui est implémentée dans Forge3® et une deuxième 
implicite. 
III.1.3.1. Contact Explicite  
Les données de contact (II.83) sont calculées en début d’incrément et supposées 
constantes au cours de l’incrément. L’approximation d’ordre 1 revient à approcher localement 
la surface de l’outil par son plan tangent ( )tΠ  représenté en pointillés sur la Figure III-  3a. 
Cette méthode a été appliquée à la simulation de très nombreux procédés et a donné des 
résultats satisfaisants, surtout quand les pas de temps sont suffisamment petits, ce qui est 
souvent le cas. Toutefois, on observe parfois des pertes de contact non justifiées, des 
pénétrations importantes, des contraintes importantes, en bref des calculs erronés dus à une 
mauvaise prédiction du contact… Ce schéma explicite se traduit par des imprécisions à la fin 
de l’incrément de temps lorsque la surface de contact varie au cours de l’incrément, comme 
lorsque l’outil est courbe, ce qui est le cas dans la plupart des cas des procédés à faible zone 
de contact. Par exemple, sur la Figure III-  3a, le nœud ne voit pas le changement 
d’orientation de l’outil et le déplacement indiqué n’est pas possible, car le nœud traverserait le 
plan tangent à l’outil. Le nœud est contraint à se déplacer sur sa surface (Figure III-  3b). 
Pour les procédés à faible zone de contact, le temps de contact est très bref ; il faudrait 
donc utiliser des pas de temps très petits, mais le temps de calcul étant directement 
proportionnel à leur valeur, les pas de temps utilisés sont généralement bien plus grands que 
nécessaire. Il faut donc améliorer la précision en améliorant celle du schéma d’intégration 

















                 (a)                                                                                                    (b) 
Figure III-  3: Limite du contact explicite : (a) déplacement interdit du nœud M 
(b) Reprojection du nœud M sur la surface de l’outil 
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III.1.3.2. Contact quasi implicite et Contact Implicite 
Pour éviter les erreurs d’approximation que peut engendrer le schéma explicite, on 
propose de modifier l’algorithme de contact en le rendant implicite. L’idée est de tenir compte 
de l’évolution de la surface de contact au cours de l’incrément, en la réactualisant à chaque 
calcul du champ de la vitesse (i.e. à chaque itération de Newton-Raphson). Cette approche est 
particulièrement inspirée, ici, des travaux de Ginès LOSILLA [Losilla02] en laminage 
circulaire. 
Dans ses travaux, Ginès LOSILLA [Losilla02] a développé un modèle quasi implicite pour 
mieux traiter le contact local. Cette approche consiste à déterminer les facettes de l’obstacle à 
prendre en compte pour le contact, non pas à partir de la configuration en début d’incrément 




 ) en fin d’incrément, en utilisant le champ de 
vitesse de l’incrément précédent v
t 
(Figure III-  4). Cette analyse est faite seulement en début 
d’incrément. Comme le procédé est quasi-stationnaire, les facettes choisies sont très proches 
des facettes effectivement les plus proches en fin d’incrément (calculées avec v
t+∆t
 Figure III-  
4). En laminage circulaire, ces travaux permettent de réduire légèrement les valeurs 
maximales de la déformation, et par voie de conséquence, de la température. En effet, le 
contact quasi implicite permet de calculer un champ de vitesse plus précis, et donc de mieux 
estimer le flux de matière dans le sens de l’écoulement tangentiel. Ces résultats encourageants 
nous ont poussé à travailler dans la même direction, en utilisant un schéma complètement 
implicite pour prendre en compte de manière exacte l’évolution de l’aire de contact. Pour 
cela, on réactualise la configuration (lopin+outils) en fin d’incrément, à partir du dernier 
champ de vitesse v
t+t






































L’approche implicite a été utilisée par plusieurs auteurs, qui en ont montré l’intérêt par 
rapport au contact explicite [Mahajan98] [Mocellin99] [Guerdoux07]. 
Les travaux sur ce type d’algorithme implicite ont montré que, d’une part, il offre une 
description plus précise du contact, surtout quand le pas de temps n’est pas aussi petit qu’il le 
faudrait, et que d’autre part, il n’est pas plus coûteux que la formulation explicite. Dans 
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certains cas, il est même plus rapide [Mocellin99] [Mahajan98]. Ce comportement peut être 
expliqué par le fait qu’en fin d’incrément, le contact est vérifié de manière exacte, alors que 
dans le cas explicite, il peut y avoir des pénétrations qu’il faudra corriger en début 
d’incrément suivant. Ainsi, le temps supplémentaire nécessaire pour les analyses de contact à 
chaque itération de Newton Raphson, est compensé par une réduction de ce nombre 
d’itérations. 
III.2. Solution retenue : contact implicite 
Deux choix peuvent être envisagés pour imposer la condition de contact implicite en 
fin d’incrément: soit en utilisant une approximation d’ordre 1 en vitesse que l’on réactualise à 
chaque itération de Newton Raphson, soit on écrit exactement la condition en fin d’incrément 
et on la dérive pour déterminer la matrice hessienne et le gradient.  
Cette dernière méthode suppose que l’on puisse dériver la normale de contact. Or cette 
normale est discontinue lorsque l’on utilise une discrétisation en éléments P0 de la surface des 
obstacles. Cette méthode n’est donc applicable que si les outils peuvent être décrits par des 
surfaces analytiques ou plus généralement par des surfaces C
1
. La première méthode est plus 
générale, et peut être appliquée à tout type de discrétisation. La deuxième est spécifique aux 
procédés où les outils ont des formes simples, comme par exemple le laminage circulaire. On 
décrit dans la suite ces deux méthodes. 
III.2.1. Contact implicite général 
III.2.1.1. Principe de la méthode 
En utilisant un schéma d’intégration implicite, on reécrit la condition de contact à chaque 
itération iter de Newton Raphson ( Figure III-  5).  
La distance tt ∆+δ de contact est exprimée en fonction de la distance et de la normale de 
projection calculées à l’itération précédente iter-1 par un développement limité du premier 














 1−−=∆ iteriteriter vvv  est la correction du champ de vitesse calculée à l’itération iter.  
 ( )ttiterttiterttiter d ∆+ −∆+ −∆+ − = 111 ,Xδ  est la distance calculée au début de l’itération iter en utilisant 
la position ttiterX
∆+



















         






 est calculée par projection du domaine sur les outils positionnés en fin 







Π 1  représente donc le plan de la facette de l’outil 
la plus proche de t titer
∆+
X  (Figure III-  6).Pour cette raison, la vitesse de l’outil de l’outil outv
n’apparaît plus dans l’équation (III.25).  
Amélioration de la modélisation de contact 
- 60 - 
On constate alors qu’avec cette approche,  on a besoin de faire une analyse de contact à 
chaque itération de Newton-Raphson pour déterminer les valeurs de ttiter
∆+
−1δ  et ttiter∆+ −1n .  
  
 Figure III-  5: Schéma de principe de l’algorithme de contact implicite 
Figure III-  6: Actualisation de l’approximation de l’outillage au cours des itérations 
pour le contact implicite 
Après cette linéarisation, les contributions du contact implicite à la matrice de raideur sont 
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Et donc le gradient est : 











































On teste l’efficacité de la méthode implicite sur un cas de tréfilage, et un cas académique 
de repassage de cylindre. Ces différents cas sont présentés dans l’Annexe2. 
III.2.1.2.1. Cas de tréfilage 
 Gestion du contact
 Zone de contact : Contrainte normale de contact :  
   La Figure III-  7 présente les zones de contact à deux instants. On peut déduire de ces 
résultats que même si on utilise des outils finement maillés et des pas de temps très petits, le 
contact implicite permet d’obtenir des zones de contact plus régulières et plus larges par 
rapport au contact explicite. Tous les nœuds dans la zone de rétrécissement de section  sont 
effectivement considérés en contact. 
Forge : contact
implicite




Figure III-  7: Zones de contact à t=0,04s et t=0,1s 
 Précision de l’approche :  
On montre sur le Tableau III- 1 que l’approche implicite est plus précise. En effet, la 
pénétration maximale autorisées calculée en utilisant le nouvel algorithme est 
remarquablement plus faible que celle calculée par l’algorithme explicite. 
  Explicite Implicite 
Pénétration Maximale 0,022mm 0,006mm 
Tableau III- 1: Comparaison de la précision des deux algorithmes implicite et explicite 
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 Résultats thermomécaniques : déformation et vitesse de déformation
Compte tenu de la précision de la description du contact, la comparaison des résultats 
de déformation équivalente et de la vitesse de déformation (respectivement Figure III-  8 et 
Figure III-  9) montrent que le contact implicite permet d’obtenir des valeurs moins 




implicite Forge Standard : 
contact explicite
Figure III-  8: Déformation équivalente à t=0,19s et t=0,39s 
Forge : contact
im plic ite
Forge Standard : 
contact explic ite
Figure III-  9: Vitesse de déformation à t=2,7s  
 Temps de calcul et convergence de l’algorithme
Examinons maintenant l’influence de la réactualisation de la condition de contact à 
chaque itération sur la convergence de l’algorithme et voyons si elle est coûteuse en temps 
CPU. On trace sur la  Figure III-  10 l’évolution du nombre des itérations de Newton Raphson 
(NR) en fonction du temps. On montre que le contact implicite requiert moins d’itérations.  
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Figure III-  10: Evolution de nombre d’itérations de Newton-Raphson en fonction du 
temps  
Même si on réactualise la condition de contact à chaque itération de Newton-Raphson, 
le contact implicite s’avère légèrement plus rapide. En effet,  le temps CPU de la simulation 
de 0,4s de procédé est de 7mn pour le cas implicite et il est de 7mn et 37s pour le cas 
explicite. Une meilleure prise en compte des conditions de contact permet de réduire les 
oscillations numériques et l’algorithme de Newton Raphson ce qui se traduit par une 
réduction des temps de calcul.  Ces résultats corrèlent ceux de Mahajan [Mahajan98] pour le 
cas 2D et de Katia Mocellin [Mocellin99] pour le cas 3D.  
III.2.1.2.2. Cas de repassage de cylindre 
Pour ce cas test, le maillage  de l’outil choisi est assez grossier (Annexe2, Figure A2-
2). Pour notre étude, il représente un cas pathologique, un cas limite, qui nous permet de tester 
le comportement de l’algorithme quand les maillages ne sont pas bien adaptés pour prendre en 
compte les interactions de contact entre l’outil et le lopin. Pour cela on compare premièrement 
les résultats utilisant les deux algorithmes explicite et implicite et deuxièmement la 
convergence de ces deux algorithmes. 
 Gestion du contact
Les figures Figure III-  11 et Figure III-  12 représentant respectivement les zones de 
contact calculées à des instants différents et l’évolution de l’aire de contact au cours du temps, 
montrent que l’algorithme implicite permet toujours de détecter une zone de contact plus 
large, et donc plus proche de la solution. 
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Explicit avec facettisation des
outils
Figure III-  12: Evolution du nombre de nœuds en contact en fonction du temps 
 Robustesse de la méthode
La Figure III-  13 compare le nombre d’itérations de Newton-Raphson avec les 
approches implicite et explicite. On peut mettre alors en évidence des difficultés de 
convergence de l’algorithme implicite.  
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Implcite avec facettisation des outils
Explicite avec facettisation des outils
Figure III-  13: Evolution du nombre d’itérations de Newton-Raphson  en fonction du 
temps 
Ce comportement peut être expliqué par le fait que l’on a des changements importants de 
contact d’une itération à l’autre : un nombre important de nœuds rentre et sort de l’aire de 
contact lorsque le cylindre se déplace [Chamoret03]. Comme le maillage de l’outil est 
grossier, il en résulte un changement d’une facette de contact à une autre présentant un angle 
prononcé avec cette dernière. Selon que le nœud soit projeté sur le plan 1Π  ou 2Π  (Figure 
III-  14), la normale de contact oscille entre deux possibilités, qui se traduisent par les 
oscillations observées sur la Figure III-  13. Ce comportement de l’algorithme implicite a été 
aussi observé par Katia Mocellin dans sa thèse [Mocellin99] sur un cas d’écrasement d’un 
lopin cubique par un outil avec un angle prononcé (Figure III-  15). Pour ce cas, elle a observé 
que le cas implicite diverge alors que le cas explicite converge. Pour éviter ce genre de 
comportement, il est nécessaire de lisser les normales.  
Figure III-  14: Illustration de l’oscillation du choix de  la normale de contact au 
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Figure III-  15: Un cas académique de forgeage ( [Mocellin99]) 
Bien que ce cas test ne soit pas représentatif des simulations à réaliser, étant donné que le 
maillage de l’outil est exagérément grossier, il nous a permis d’évaluer le comportement de 
l’algorithme implicite et de mettre en évidence les problèmes numériques qui peuvent en 
résulter. Il permet de calculer l’aire de contact d’une façon plus précise que l’algorithme 
explicite mais il converge plus difficilement lorsque il y a des changements d’angle 
importants. 
III.2.2. Contact implicite spécifique pour des procédés avec des formes 
simples 
La deuxième voie d’amélioration du schéma d’intégration temporelle de la contrainte 
de contact consiste à calculer la condition de contact de manière exacte en fin d’incrément. Ce 
calcul peut être fait dans les cas où les outils sont analytiques. Le développement de cette 
méthode repose alors sur deux étapes : une première consiste à calculer la projection des 
nœuds sur des surfaces analytiques pour l’analyse de contact et la seconde est d’écrire la 
condition de contact implicite. On décrit alors ces deux étapes dans cette section.
III.2.2.1. Outils analytiques 
III.2.2.2.1. Principe 
L’idée est de faire une analyse de contact (calcul de la distance tnδ  et la normale tnn  à 
chaque instant t (II.84) en projetant les nœuds frontières sur la surface analytique des outils 
(Figure III-  16 b). Cette surface n’est alors plus approximée localement par un plan (Figure 
III-  16 a) ce qui permet de minimiser les erreurs que l’on commet autrement sur les 
géométries des outils rigides. 
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               (a) facettisation des obstacles                           (b) surface analytique 
Figure III-  16: Projection des nœuds sur la surface de l’outil : (a) surface discrétisée ( b) 
surface analytique 
III.2.2.2.2. Validation  
Cette approche a été étudiée pour des cas académiques (avec des outils cylindriques, 
sphériques, plans et coniques) ainsi que pour le cas de laminage circulaire caractérisé par des 
outils de formes simples (Anneau, cylindres et cônes). Les résultats trouvés ont montré 
l’intérêt de cette méthode.  
On représente ici, en exemple, les résultats obtenus pour un problème d’indentation de Hertz 
Cylindre/Plan (Annexe 2) et un cas de laminage simplifié (Annexe 1). 
III.2.2.1.2.1. Contact de Hertz Cylindre/Plan 
        Il s’agit du cas d’indentation d’un cylindre avec un maillage non structuré du massif 
(Annexe 2 – Figure A2-3 (a)). 
 Gestion de contact
La Figure III-  17 représentant les zones de contact à deux instants t1=1s et t2=2s
correspondant respectivement à une indentation de 0.01 mm et 0.05 mm  montrent que même 
si le maillage de l’outil est très fin, sa représentation par une surface analytique permet une 
meilleure détection des zones de contact. En effet, on obtient une surface de contact plus 
régulière et plus large. 
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Forge avec surface 
Analytique





Figure III-  17: Zones de contact (en bleu clair) 
 Résultats thermomécaniques 
 Vitesse Vz : La Figure III-  18 montre que la prise en compte de la surface exacte 
de l’outil permet d’obtenir un champ de vitesse plus précis, plus homogène et plus lisse. 
Forge avec surface 
Analytique





Figure III-  18: Isovaleurs du champ de vitesse Vz                       
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  Vitesse de déformation: la Figure III-  19 compare les résultats en vitesse de 
déformation entre l’utilisation des outils analytiques et des outils discrétisés. Elle montre 
qu’une meilleure représentation de la surface de l’outil permet d’obtenir un champ plus 
homogène, plus lisse et surtout des valeurs moins élevées. En effet, la pénétration d’angles 
dus à la discrétisation par des éléments plans dans le massif  se traduit par des vitesses de 
déformation importantes, alors que la pénétration d’une surface régulière nécessite des 
déformations plus faibles de la matière. D’où la nécessité d’avoir une description plus lisse et 
plus réaliste des interactions de contact. 
Forge avec surface 
Analytique





Figure III-  19: Vitesse de déformation 
III.2.2.1.2.2. Cas académique 2  de laminage circulaire 
 Gestion de contact
Les figures Figure III-  20 et Figure III-  21 représentant respectivement les zones de 
contact en début de simulation et l’évolution de cette zone à différents instants montrent que 
la projection sur la surface analytique (lisse) des outils permet de remédier à plusieurs 
problèmes de la gestion de contact mentionnés au deuxième chapitre. En effet, la Figure III-  
20 montre que le contact est détecté plus tôt  qu’avec Forge3® standard. La Figure III-  21 
montre aussi qu’on obtient une meilleure gestion du contact : des zones de contact plus larges 
et plus régulières. 
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Forge standard : Contact 
explicite + facettisation des 
outils 
Forge : contact explicite + 
outils analytiques
      Figure III-  20: Zone de contact Anneau-Mandrin et Anneau-Cylindre moteur à 
t=0,45s en début de simulation (absence de contact avec Forge3® standard et détection 
d’une zone plus large en utilisant le lissage des outils ) 
Forge standard : Contact 
explicite + facettisation des 
outils 
Forge : contact explicite + 
outils analytiques
t=0,75s
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Forge standard : Contact 
explicite + facettisation des 
outils 
Forge : contact explicite + 
outils analytiques
Figure III-  21: Zone de contact Anneau-Mandrin et Anneau-Cylindre moteur à t=0,75s 
et t=4.75s 
 Résultats thermomécaniques 
  Déformation équivalente : Les figures Figure III-  22 et la Figure III-  23  montrent 
que l’amélioration de la gestion du contact permet d’améliorer les résultats de la simulation. 
En effet, on observe sur la Figure III-  22 que la détection précoce des zones de contact 
permet de modéliser la déformation de l’anneau dès le début du calcul. Cette déformation 
est sous estimée avec la version actuelle de Forge3®, ce qui peut conduire à une mauvaise 
estimation du flux de matière. Deuxièmement, une description plus régulière et plus 
continue des interactions de contact permet de réduire les valeurs des déformations (voir 
Figure III-  23). 
t=4,75s 
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F o rg e  s ta n d a rd  :  C o n ta c t  
e x p lic ite  +  fa c e tt is a t io n  d e s  
o u t ils  
F o rg e :  c o n ta c t  e x p lic ite  +  
o u t ils  a n a ly t iq u e s
Figure III-  22: Déformation équivalente à t=0.6s en début de la simulation 
Forge standard : Contact 
explicite + facettisation des 
outils 
Forge : contact explicite + 
outils analytiques
Max = 4.2 Max = 4.5 
(a)
(b)
Figure III-  23: Déformation équivalente à t=45s (a) côté mandrin (b) côté cylindre 
moteur  
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 Vitesse de déformation : La vitesse de déformation est aussi moins importante 
(Figure III-24). 
Forge standard : Contact 
explicite + facettisation des 
outils 
Forge : contact explicite + 
outils analytiques
Max = 7.2 s-1Max = 8.3 s-1
Figure III-24 : Vitesse de déformation à t=45s 
 Profil final de l’anneau : La Figure III-  25, comparant la géométrie finale de 
l’anneau obtenue avec la version utilisant une projection sur des outils analytiques (anneau 
rouge) avec celle trouvée avec la version standard de Forge3® (anneau bleu), montre que 
l’on a une légère diminution de la remontée de la matière des deux côtés du mandrin et du 
cylindre moteur et une légère remontée aussi entre les deux cornes formés. On peut ainsi 
déduire que l’amélioration de la modélisation de contact a une influence sur la géométrie 
finale de l’anneau.  Cette amélioration reste pas très importante par rapport à la différence 
constatée entre la simulation et l’expérience (chapitre I). 
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Forge3 avec facettisation des 
outils 
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 Robustesse et Précision de la méthode
La projection sur les surfaces réelles des outils permet d’améliorer aussi la précision de 
l’algorithme de contact. La pénétration maximale dans l’outil calculée est moins importante 
ce qui permet de diminuer légèrement les temps de calcul (voir Tableau III- 2).  
  Forge3 Standard Forge3 avec outils analytiques 
Pénétration Max 0,33mm 0,21mm 
Temps CPU pour 45 
s de simulation 
6 jours et 6h et 56mins 5jours et 14 h et39 mins 
Tableau III- 2: Comparaison de la précision et temps CPU de deux algorithmes  
implicite et explicite 
On peut déduire de ces résultats quant à l’intérêt du lissage de contact qui est une piste 
intéressante pour améliorer la modélisation de contact pour le cas de procédés à faible zone de 
contact. 
III.2.2.2. Contact Implicite et outils analytiques 
Après avoir présenté la projection sur des outils analytiques avec un schéma d’intégration 
explicite de contact et discuté les résultats de cette approche, on décrit la méthode développée 
pour imposer une condition de contact totalement implicite avec des outils analytiques. Cette 
méthode est spécifique au laminage circulaire car on utilise un schéma d’intégration 
particulier dédié aux corps en rotation. 
III.2.2.2.1. Principe de la méthode  
Pour cette formulation spécifique, on calcule exactement la condition de contact à t+t
( 0≥∆+ ttnδ  pour tout nœud n potentiellement en contact) en utilisant la configuration des 





t tδ + ∆
		
outv
Figure IV-  26: Principe du schéma implicite 
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III.2.2.2.2.1. Détermination de la configuration en fin d’incrément 
Pour calculer la configuration à t+t, on a choisi d’utiliser une réactualisation 
cylindrique, qui est spécifique aux pièces en rotation, et tout particulièrement au procédé de 
laminage circulaire, comme on l’a décrit dans le chapitre II.  
Le principe de cette réactualisation est expliqué dans le paragraphe (II.3.3). On 





t t t t
t t

















































III.2.2.2.2.2. Condition de contact : calcul de la distance 
Après avoir déterminé la position M
t+t
 du nœud n à l’instant t+t, il faut projeter ce 
point sur la surface de l’outil estimée à  t+t . Pour le laminage circulaire, les outils sont des 
cylindres ou cônes. On détaillera le calcul pour ces deux cas de géométries alors. 
 Cas outil cylindre 
Le principe de cette projection est résumé par Figure III-  27. L’outil en contact avec le 








P  le projeté sur la surface extérieure de l’outil, R le rayon du cylindre et tt ∆+n  est la 




P  (Figure III-  27). 
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La distance ttn
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 Cas outil conique 
Pour le cas du cône, considérons P le projeté de M sur cette surface et O un point de l’axe 
du cône tel que O, M, P soient alignés (Figure III-  28). Considérons aussi O1 le projeté de M
sur l’axe du cône et P1 le projeté de M sur la surface du cylindre passant par P et d’axe de 
révolution l’axe du cône w  Le rayon  R du cylindre  est donné par l’expression suivante : 







Où α  est l’angle définissant le cône et A son sommet. 
Figure III-  28: Projection sur un outil cône 
Si on note Md la distance de M à la surface du cône et Mδ la distance de M au cylindre , on 
peut déduire la relation suivante : 
)cos(αδ MMd = (III.32)
L’expression Mδ  est donnée par (III.31) pour un cylindre de rayon R. On peut alors en déduire 
la distance Md .  
Une fois les dérivées premières et secondes nécessaires pour la détermination du gradient et 
de la matrice hessienne dans le cas d’un cylindre sont déterminées, on pourra en déduire alors 
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III.2.2.2.2.3. Calcul du gradient et de la matrice hessienne 
La fonctionnelle de pénalisation est donnée par l’expression: 






















En tenant compte de la nouvelle formulation de contact, les expressions du gradient et de la 
hessienne sont alors recalculées. 
 Gradient : L’expression du gradient local en un nœud n peut être écrite sous la forme: 



































































































Ainsi, pour calculer le résidu et la hessienne, il suffit de calculer les dérivées premières et 
secondes de t tnδ +∆ . 
 Calcul des dérivées premières et secondes de la condition de contact pour un outil 
cylindre 
 Dérivées premières de  t tnδ +∆
La dérivée première de t tnδ +∆ (III.30) s’écrit : 
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Or 
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Enfin, les dérivées de t tnδ +∆  sont données par l’expression suivante : 
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(III.40)
 Dérivées secondes de  t tnδ +∆
Le calcul des dérivées secondes de la condition de contact sont détaillées dans l’Annexe 3 
(Paragraphe A3.1). 
 Calcul des dérivées premières et secondes de la condition de contact pour un outil 
conique
Les dérivées de ttMd
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∂ ∆+1  est déjà calculée pour le cas du cylindre. 
Les dérivées secondes de la distance ttMd
∆+  sont décrites aussi dans l’Annexe 3 (Paragraphe 
A3-2) 
         On constate ainsi que le calcul du gradient et de la matrice hessienne sont assez délicats, 
et ce d’autant plus que la géométrie de l’outil est compliquée. 
III.2.2.2.2.Validation du modèle 
On présente dans cette section les résultats de simulation du cas académique 2 de 
laminage circulaire (Annexe 1) en utilisant notre nouvel algorithme de contact. Vu les 
résultats intéressants de l’utilisation des outils analytique, on comparera les résultats obtenus 
avec ceux de l’algorithme de contact explicite avec facettisation des outils et aussi avec ceux 
de contact explicite avec outils analytiques pour comprendre l’apport de chaque formulation. 
 Résultats de l’algorithme implicite avec outils analytiques
 Gestion du contact
 Zone de contact : Contrainte normale de contact : Sur les figures Figure III-  29 et 
Figure III-  30, on compare les surfaces de contact issues du calcul avec un contact implicite 
et outils analytiques, avec un contact explicite et outils analytiques et avec Forge3® 
standard, à différents instants. Et pour examiner au mieux l’évolution de cette aire de 
contact, on trace le nombre de nœuds en contact au cours temps sur Figure IV-  31. Si on 
compare ces différents résultats, on constate que l’approche implicite permet la meilleure 
gestion de contact. En effet, même si l’utilisation des outils analytiques avec un contact 
explicite permet d’améliorer significativement le traitement du contact, on remarque 
qu’avec le schéma totalement implicite le contact s’établit plus tôt, la zone de contact est 
plus large, plus stable et qui s’élargit au fur et à mesure que le mandrin avance. 
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Forge 3 standard : Contact 
explicite + facettisation des 
outils 
Forge 3 : contact explicite + 
outils analytiques
Forge3 : contact implicite + 
outils analytiques
Figure III-  29: Contrainte normale de contact pour le contact avec le mandrin et avec le 
cylindre moteur à t=0,15s 
Forge 3 standard : Contact 
explicite + facettisation des outils
Forge 3 : contact explicite + 
outils analytiques




Figure III-  30: Contrainte normale de contact pour contact avec mandrin moteur à 
t=3,75s et t=6,5s 
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Résultats contact Implicite et outils analytiques
Résultats de contact explicite avec facettisation des outils
Résultats de contact quasi implicite avec outils analytiques
Figure IV-  31: Evolution du nombre de nœuds de contact au cours du temps 
 Précision de l’approche Les valeurs de la pénétration maximale autorisée données par 
le Tableau IV- 3 pour les différents algorithmes montrent que le nouvel algorithme est 
nettement plus précis.   
Explicite avec 







0.33 mm 0,21mm 0,014mm 
Tableau IV- 3: Comparaison de la précision de deux algorithmes explicite et implicite 
 Résultats thermomécaniques
 Déformation équivalente : Les résultats en déformation équivalente au début et 
vers la fin de la simulation sont représentés respectivement sur la Figure IV-  32 et la Figure 
IV-  33. On constate alors que l’approche implicite permet une meilleure estimation des 
zones de déformation, dès le début de la simulation, du à une meilleure gestion du contact et 
un contact détecté plus tôt. La Figure IV-  33  montre qu’avec le nouvel algorithme, on 
obtient des déformations encore  moins importantes que le les outils analytiques. 
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Forge 3 standard : Contact 
explicite + facettisation des outils
Forge 3 : contact explicite + 
outils analytiques
Forge3 : contact implicite + 
outils analytiques
Figure IV-  32: Déformation équivalente à t=1s 
Forge 3 standard : Contact 
explicite + facettisation des outils
Forge 3 : contact explicite + 
outils analytiques
Forge3 : contact implicite + 
outils analytiques
Max = 4.2 Max = 4.5 Max = 3.8 
Figure IV-  33: Déformation équivalente à t=45s avec deux échelles d’isovaleurs ajustée 
pour l’intérieur et l’extérieur de l’anneau respectivement. 
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 Vitesse de déformation : La Figure IV-  34 montre que l’on obtient aussi une 
vitesse de déformation moins importante  avec un contact implicite et outils analytiques. 
Forge 3 standard : Contact 
explicite + facettisation des outils
Forge 3 : contact explicite + 
outils analytiques
Forge3 : contact implicite + 
outils analytiques
Max = 7.2 s-1Max = 8.3 s-1
Max = 6.8 s-1
Figure IV-  34 : Vitesse de déformation à t=45s. 
 Profil final de l’anneau : On montre sur la Figure IV-  35 que le contact 
implicite avec outils analytiques permet d’améliorer la géométrie finale de l’anneau. On 
observe une remontée de matière moins importante côté du mandrin. Le profil obtenu est 
alors plus symétrique et s’approche plus des observations. 
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Forge3 avec facettisation des outils 
Forge3 avec outils analytiques
Descente de 
2 mm Descente de 
0.1 mm
Figure IV-  35 : Comparaison du profil de l’anneau à t=43.5s 
Le modèle de contact implicite avec outils analytiques permet ainsi d’améliorer 
remarquablement la gestion du contact pour le laminage circulaire. Ce procédé est caractérisé 
par des surfaces fortement courbes et des grands déplacements tangentiels, de sorte que le 
déplacement des nœuds au cours d’un incrément de temps est de l’ordre de la largeur du 
contact, voire davantage. La formulation explicite s’avère mal adaptée à ce type de problème 
et introduit des erreurs conséquentes en laminage. L’amélioration du traitement de contact 
permet une meilleure précision du calcul du champ des vitesses dans l’emprise du coté du 
mandrin et du coté du cylindre moteur. Il est mieux orienté selon la tangente à l’outil dans la 
zone de contact, ce qui facilite l’écoulement de la matière, conduisant à une réduction des 
taux de déformation qui sont plus conformes aux observations. 
 Robustesse et temps de calcul
Examinons maintenant si cette approche est coûteuse en temps CPU. La Figure IV-  36 
trace l’évolution du nombre des itérations de Newton Raphson (NR) en fonction du temps. On 
observe alors que le contact implicite requiert moins d’itérations. Ce résultat vient du fait 
qu’un schéma implicite permet un calcul plus précis des interactions de contact et par 
conséquence du champ de vitesse, permettant une convergence plus rapide vers la solution 
exacte. De plus, la continuité de la normale résultant de l’utilisation d’une surface analytique 
réduit les oscillations rencontrées avec des outils facettisés.
Contact implicite avec outils analytiques  
Contact expli ite avec facettisation des outils 
es 
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Résultats Contact Implicite avec outils
analytiques
Calcul Standard explicite avec facettisation des
outils
 Figure IV-  36 : Evolution du nombre d’itérations de NR en fonction du temps 
L’algorithme implicite est alors remarquablement plus rapide par rapport au cas explicite avec 
outils analytiques ou outils facettisés. 
  Explicite+Outils 
facettisés 
Implicite 
Temps CPU pour 
45s de simulation 
6jours et 4h 56mins 4 jours et 9h et 2 mins 
Tableau IV- 4: Comparaison du temps CPU de deux algorithmes  implicite  avec outils 
analytiques et explicite avec facettisation des outils 
III.2. Conclusions intermédiaires  
On a développé un modèle de contact implicite en utilisant deux méthodes pour écrire la 
condition de contact en fin d’incrément. La première repose sur une réactualisation de la 
condition de contact linéarisée à chaque itération de Newton Raphson. La deuxième est plus 
spécifique aux procédés avec des outils simples. Elle repose sur une description analytique de 
la surface des outils, et a été étudiée dans le cadre particulier où la configuration est 
réactualisée en utilisant un système de coordonnées cylindriques.  
Les résultats des premiers cas étudiés montrent que cette procédure implicite donne des 
résultats intéressants par rapport à l’explicite avec ou sans outils analytiques et surtout pas 
coûteuse et qui permet même un gain de temps considérable pour le cas de laminage 
circulaire. Cependant, sur certains cas, on peut mettre en évidence des problèmes de 
convergence du calcul du champ des vitesses. Cette difficulté est due aux changements 
importants intervenant sur la condition de contact lors du franchissement d’angles prononcés. 
Pour éviter ce comportement, une approche proposée dans la littérature par plusieurs 
auteurs est de lisser la normale de contact, discontinue après discrétisation par éléments finis. 
Compte tenu des résultats prometteurs obtenus avec l’utilisation des outils analytiques, le 
lissage de contact s’avère très attractif pour améliorer la modélisation du contact dans le cas 
général où il n’est pas possible de donner une description analytique des outils. Pour toutes 
ces raisons, on étudie dans le chapitre suivant un deuxième axe de recherche pour 
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Forge Standard: Cylindre Raffiné
Forge Avec Outils Analytiques
Forge Standard


































ForgeStandard:suface discrétisée initiale de l'outil
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Implicite avec facettisation des outils
Explicit avec facettisation des outils
Implicite avec Lissage
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 Forge avec technique Lissage de outil
Forge initial avec facettisation outil : maillage initial du cylindre
Forge avec outil analytique
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Implcite avec facettisation des outils




























R Forge standard: facettisation des outils
avec  maillage initial du cylindre 
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Implicite avec Lissage des outils
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Forge avec Outil 
facettisé
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Forge avec outil facettisé
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ChapitreV – Résultats numériques et validations 






Après avoir décrit notre stratégie d’amélioration de la modélisation de contact dans 
Forge3® et avoir validé les différents modèles sur des cas académiques ou des cas industriels 
simplifiés, nous discutons dans ce dernier chapitre les résultats de simulation obtenus avec les 
différentes approches sur des cas industriels. Comme on l’a déjà écrit, nous avons développé 
un modèle de contact spécifique au laminage circulaire ou aux procédés avec des pièces de 
formes simples. Ce modèle réunit l’utilisation d’un schéma d’intégration implicite et d’outils 
analytiques. Les résultats de ce modèle appliqués à plusieurs cas de laminage circulaire avec 
et sans cônes de stabilisation sont présentés dans la première partie. Dans la deuxième partie, 
nous discutons les résultats de la généralisation du lissage des outils et du schéma implicite en 
vue d’évaluer notre stratégie et de choisir le modèle de contact permettant d’allier précision, 
robustesse et rapidité.   
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V.1. Résultats de la simulation pour le laminage circulaire 
On s’intéresse dans cette section au cas industriel d’Aubert&Duval et au cas 
académique. On a déjà présenté les résultats obtenus avec Forge3® dans le deuxième chapitre 
en présentation des problèmes rencontrés lors de la simulation du laminage circulaire. On 
discute alors dans cette section l’amélioration apportée par le nouvel algorithme pour ces 
deux cas. Les résultats de ces deux cas ou d’autres cas étudiés confirment toujours les 
résultats que nous avons trouvés pour le cas académique présenté dans le chapitre III. 
V.1.1.  Cas industriel AUBERT&DUVAL 
  
 Gestion du contact
Les figures Figure V-  1,Figure V-  2 et Figure V-  3 présentent l’évolution de la zone de 
contact à différents instants. Même si les maillages de l’outil et de la pièce sont assez fins 
pour ce cas, par rapport au cas académique du chapitre III, on remarque qu’on a une meilleure 
gestion du contact avec le nouvel algorithme. Comme on l’a déjà observé dans le chapitre III, 
le contact s’établit dès le début de la simulation (Figure V-  1 et Figure V-  3) avec des zones 
plus larges et plus régulières (Figure V-  2). 
Forge standard : Contact 
explicite + facettisation des 
outils 
Forge : contact implicite + 
outils analytiques
Figure V-  1 : Zone de contact Anneau-Mandrin  à t=0,5s  
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Forge standard : Contact 
explicite + facettisation des 
outils 
Forge : contact implicite + 
outils analytiques
Forge standard : Contact 
explic ite  + facettisation des 
outils 
Forge : contact im plic ite + 
outils analytiques
Figure V-  2 : Zone de contact Anneau-Mandrin  et Anneau-Cylindre moteur à t=16,5s  
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ct Forge contact explicite et facettisation des
outils
Forge Contact implicite avec outils analytiques
 Figure V-  3 : Evolution du nombre de nœuds en contact en fonction du temps  
 Résultats de la simulation
 Déformation équivalente : La Figure V-  4 présentant les résultats de 
déformations équivalentes, montre que l’on a pour ce cas aussi une déformation moins 
importante avec le nouvel algorithme de contact. 
Forge3 standard : Contact 
explicite + facettisation des 
outils 
Forge3 : contact implicite + 
outils analytiques
Max=6.5 Max=7.6
Forge3 standard : Contact 
explicite + facettisation des 
outils 
Forge3 : contact implicite + 
outils analytiques
Figure V-  4 : Déformation équivalente à t=197s  
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 Vitesse de déformation : On obtient aussi une vitesse de déformation moins 
importante et plus homogène avec le contact implicite et les outils analytiques (Figure V-  
5) 
Forge3 standard : Contact 
explicite + facettisation des 
outils 
Forge3 : contact implicite + 
outils analytiques
Max=3s-1 Max=4.75s-1
Figure V-  5 : Vitesse de déformation à t=197s  
 Température : La Figure V-  6 montre que l’on obtient une température moins 
importante avec le nouvel algorithme. Une meilleure prise en compte du contact entre les 
outils et l’anneau sur une plus large zone entraîne un échange thermique plus important et 
donc un refroidissement renforcé de la pièce. La nouvelle formulation donne donc des 
résultats plus proches des observations (Figure I.5).  
Forge3 standard : Contact 
explicite + facettisation des 
outils 
Forge3 : contact implicite + 
outils analytiques
Max=1014°C Max=1024°C
Figure V-  6 : Température à t=197s  
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 Géométrie finale de l’anneau : Contrairement à ce qu’on a observé pour le 
cas académique2 présenté dans le chapitre III, la Figure V-  7 schématisant une coupe en 
section de l’anneau met en évidence une remontée de matière moins importante coté 
mandrin et plus importante coté cylindre moteur. On peut déduire alors qu’en améliorant la 
modélisation de contact, la forme de la géométrie finale s’approche plus des observations 
même si cette remontée de matière reste importante. En effet, le profil obtenu avec le nouvel 
algorithme montre une montée plus importante de la matière coté cylindre moteur par 




Forge3 avec contact 
explicite et facettisation 
des outils 
Forge3 avec contact 
implicite et  outils 
analytiques
94 mm
Figure V-  7 : schématisation d’une coupe en section de l’anneau à t=197s 
 Temps de calcul et précision de l’algorithme
Le Tableau V- 1 montre de nouveau que le contact implicite est plus précis et plus rapide 
que l’algorithme explicite. Le temps de calcul est plus deux fois moins important. 
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Standard 
Implicite avec outils 
analytiques 
Pénétration Max 0,33mm 0,014mm 
Temps CPU pour 197s de simulation 8jours et 7mins 3 jours  et19 heures et 13 mins 
Tableau V- 1:Comparaison de la précision et du temps de calcul des deux  
Algorithmes implicite/ explicite  
On présente dans la suite quelques résultats en utilisant des cônes de stabilisation.
V.1.2. Cas académique 1 
On compare les résultats de simulation de ce cas pour les différentes approches : 
contact explicite avec facettisation des outils, contact explicite avec outils analytiques, contact 
quasi implicite et contact implicite avec outils analytiques. 
 Gestion du contact
On compare sur la Figure V-  8 les zones de contact à des instants différents pour les 
différentes formulations. Ces résultats montrent comme les cas précédents que la combinaison 
de l’implicite et de la description analytique des outils permet la meilleure gestion du contact. 
Même s’il a été démontré dans les travaux de Losilla [Losilla02] que le contact quasi 
implicite permet une meilleure détection de contact que l’algorithme explicite, on peut 
déduire de ces résultats que l’implicite avec outils analytiques est plus précis pour la 
modélisation de contact pour le cas de laminage circulaire. 
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Forge Quasi 
Implicite











Figure V-  8 : Zone de contact aux instants (a) t= 5s et (b) t=11.5s 
(b)
(a)
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 Résultats de simulation
 Déformation équivalente : Les figures Figure V-  9 et Figure V-  10 présentent 
les résultats des déformations équivalentes respectivement à deux instants, au début et en fin 
de la simulation. Au début de la simulation, on observe une déformation plus importante 
avec le nouvel algorithme de contact qui s’explique logiquement par le fait que le contact 
est pris en compte plus tôt et sur une plus grande surface. En fin de simulation (Figure V-  
10), on obtient des champs de déformation comparables, bien que l’histoire de la 
déformation ait été différente. Toutefois, les profils de déformations dans la section 
montrent des différences bien plus marquées : avec un contact implicite et des outils 
analytiques, le profil est plus homogène et plus lisse. 
Forge: Contact Quasi 
Implicite + facettisation 
des outils
Forge : contact implicite 
+ outils analytiques
Forge : contact 
explicite + outils 
analytiques
Forge Standard:
Contact Explicite + 
Facettisation des outils
Figure V-  9 : Déformation équivalente à t=10,7s 
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Forge: Contact Quasi 
Implicite + 
facettisation des outils
Forge : contact 
implicite 
+ outils analytiques
Forge : contact 
explicite + outils 
analytiques
Forge Standard:
Contact Explicite + 
Facetttisation des 
outils
Figure V-  10 : Déformation équivalente à t=78 s 
 Vitesse de déformation : En comparant les résultats de vitesse de 
déformation sur la Figure V-  11, on remarque que les valeurs sont moins importantes et 
plus homogènes avec l’algorithme implicite et les outils analytiques. 
Forge: Contact Quasi 
Implicite + facettisation 
des outils
Forge : contact 
implicite 
+ outils analytiques
Forge : contact 
explicite + outils 
analytiques
Forge Standard:
Contact Explicite + 
Facettisation des outils
Max 6.4 Max 8.1
Max 6.6
Max 8.3 
Figure V-  11 : Vitesse de déformation à t=78s 
(a) 
(b) 
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 Temps de calcul : Comme précédemment, l’algorithme combinant le contact 
implicite et les outils analytiques s’avère plus rapide que les autres algorithmes ; le temps 
CPU passe de 7h54mins à 5h 39mins (Tableau V- 2: ). Dans ses travaux, Losilla a prouvé 
que l’algorithme quasi implicite est plus rapide. Cette amélioration reste moins notable par 
rapport à l’utilisation du nouvel algorithme. 
  Explicite Forge 
Standard 
Quasi Implicite Implicite 
Outils facettisés 7h 54mins 7h 47mins - 
Outils Analytiques 7h 51 mins 7h 42mins 5h 39 mins 
Tableau V- 2: Temps CPU pour la simulation de 79mins de procédé 
V.1.3. Cas  Industriel2 
Les mêmes observations sont faites sur cet autre cas de laminage circulaire, en 
particulier pour ce qui concerne les valeurs et la distribution des déformations équivalentes 
(Figure V-  12) et les temps de calcul (Tableau V- 3). 
Forge Quasi 
Implicite




Max : 2.8 Max : 3.3
Max : 3.7 Max : 5
Figure V-  12 : Déformation équivalente à t=130s et t=200s 
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  Explicite Quasi Implicite Implicite et outils 
analytiques 
Temps CPU pour 
200s de simulation 
38h46mins 38h 01mins 30h 28mins 
Tableau V- 3: Comparaison des temps CPU de deux calculs implicite et quasi-implicite 
V.1.4. Conclusions   
On a développé un modèle de contact implicite spécifique au procédé de laminage 
circulaire reposant sur une réactualisation temporelle en coordonnées cylindriques et une 
projection sur la surface analytique des outils. Les résultats montrent qu’il est effectivement 
plus précis : le contact s’établit dès le début de la simulation, chose que l’on n’observait pas 
auparavant, et l’aire de contact est plus large, plus régulière et plus stable (sans pertes de 
contact). Cela se traduit sur la qualité des autres variable de la simulation : les maxima des 
vitesses de déformation, des déformations équivalentes et de la température sont plus faibles, 
plus homogènes et plus lisses. La géométrie finale de l’anneau est aussi plus proche des 
observations expérimentales, avec une remontée de matière plus symétrique. Cette approche 
s’avère aussi plus rapide en temps CPU. 
Le lissage des outils par utilisation de leur définition analytique permet d’améliorer très 
significativement le traitement du contact et la précision de la simulation, mais sa 
combinaison avec un algorithme implicite offre des résultats bien meilleurs encore, de sorte 
que ces deux aspects de nos développements sont à retenir. 
Cependant, même si la précision est améliorée sur plusieurs cas, les résultats obtenus ne 
sont pas encore parfaitement satisfaisants. En effet, même les valeurs des maxima en 
déformation, et par voie de conséquence en température sont plus faibles, elles sont encore 
éloignées de l’expérience. Ces fortes valeurs de déformation continuent de soulever des 
interrogations. D’autres facteurs influencent les résultats du modèle, tels que la rhéologie du 
matériau. Des travaux complémentaires sur ce sujet, par exemple sur la base de méthodes 
inverses sont donc à envisager. Comme nous l’avons vu en début d’étude, la finesse du 
maillage est également à prendre en compte pour améliorer la précision des calculs, mais des 
maillages plus fins nécessitent de nouvelles méthodes numériques pour réduire les temps de 
calcul. Sur cette voie, on pourrait, par exemple, utiliser une approche à plusieurs pas de temps 
pour tenir compte du caractère multi-échelle de la déformation. 
Les résultats obtenus en laminage circulaire sont toutefois très encourageants pour l’étude 
des procédés à faible contact, plus généralement, ce qui est l’objet du chapitre suivant. 
ChapitreV – Résultats numériques et validations 
- 136 - 
V.2. Résultats de la généralisation du lissage des outils et du 
contact implicite 
Pour améliorer la gestion du contact dans le cas général, on a implémenté un nouveau 
schéma d’intégration implicite de la condition de contact incrémentale. Vu les résultats 
intéressants de l’utilisation des outils analytiques, on a aussi développé une technique de 
lissage de la surface de contact pour des géométries quelconques des obstacles. On continue 
de discuter dans cette section, les avantages de chacune de ces deux approches et de les 
comparer les unes aux autres.  
Au cours de notre projet, on a considéré plusieurs procédés de mise en forme comme le 
laminage de produits plats, le laminage de produits longs et le tréfilage. Comme il n’est pas 
possible de présenter tous les cas, on résume la discussion des résultats à quelques cas 
seulement. 
V.2.1. Cas de tréfilage 
Les résultats de simulation utilisant le schéma implicite et le lissage des outils ont été 
présentés dans les deux chapitres précédents. On compare maintenant les résultats utilisant la 
combinaison des deux approches. 
 Gestion du contact
La Figure V-  13 présente les zones contact trouvées aux instants t1=0.06s, t2=0 .13s et 
t3=0.15s. On remarque que le lissage comme le caractère implicite de l’algorithme permettent 
chacun et indépendamment d’améliorer très significativement la qualité des résultats, mais 
que la combinaison des deux donne des zones de contact encore plus stables et plus 
homogènes. 
Implicite Avec 
Lissage des outils Forge Standard
Explicite Avec 




Figure V-  13: Zones de contact à t1=0.06s, t2=0.13s et t3=0.15s 
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 Résultats de la simulation : déformation équivalente
La Figure V-  14 compare les champs de déformation et montre que le contact implicite 
donne des résultats plus précis,que les outils soient lissés ou pas.  






Figure V-  14 : Déformation équivalente à t=0.4s 
 Précision et temps de calcul
En comparant les pénétrations maximales, sur le Tableau V- 4, on observe que 
l’algorithme implicite est effectivement plus précis, que les outils soient lissés ou pas. De 
plus, l’algorithme implicite avec lissage des outils est tout aussi rapide que l’algorithme initial 
explicite sans lissage. 
Forge3®  












0.0206 mm 0.0068 mm 0.0067 mm 0.016 mm 
Temps CPU 
0,37s de procédé 
7mins 12s 6mins 26s 7mins 12s 7mins 15s 
Tableau V- 4: Comparaison de la précision et du temps de calcul pour le cas tréfilage 
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On peut noter ainsi que pour certains cas, comme celui de repassage vu au chapitre précédent, 
le lissage des outils apporte les plus grandes améliorations, alors que pour d’autres cas, 
comme ici celui de tréfilage, c’est l’algorithme implicite qui les apporte. La combinaison des 
deux algorithmes permet donc de cumuler leurs avantages, soit qu’ils s’additionnent, soit 
qu’un seul des deux, l’un ou l’autre, soit réellement efficace. Dans tous les cas, le temps de 
calcul est inchangé. 
Pour s’assurer de la précision et la robustesse de nos formulations, il est intéressant 
d’observer l’influence de l’augmentation du pas de temps sur la qualité des résultats. La 
Figure V-  15 et la Figure V-  16 comparent, à deux instants différents, respectivement les 
zones de contact et les champs de déformation avec l’approche « implicite et le lissage des 
outils » et l’algorithme explicite de Forge3®, quand on augmente le pas de temps d’un facteur 
quatre. Avec le nouvel algorithme, on obtient des résultats corrects, proches des résultats 
obtenus avec un pas de temps quatre fois plus petit, alors qu’avec l’algorithme explicite et 
facettisation des outils on observe une dégradation du maillage et des résultats de la 
simulation.  
La précision du nouvel algorithme n’est pas aussi étroitement liée au pas de temps, ce 
que montre le Tableau V- 5 qui compare les pénétrations et les temps de calcul. La 
pénétration n’a pas augmenté avec l’augmentation du pas de temps ; elle est toujours de 
0.0067mm, contrairement aux cas explicite. On peut conclure également du Tableau V- 5, que 
l’algorithme implicite s’avère ici nettement plus rapide que l’algorithme explicite et que le 
coût additionnel du lissage est négligeable dans le cas implicite. D’où un intérêt renforcé pour 
une formulation implicite avec lissage des outils. 
Figure V-  15: Zones de contact à t1=0.07s, t2=0.4s pour le cas de tréfilage avec un pas 
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Figure V-  16: Déformation équivalente à t=0.4s pour le cas de tréfilage avec un pas de 
temps plus important (multiplié par quatre) 
Forge3®  












0.0322 mm 0.0073 mm 0.0067 mm 0.016 mm 
Temps CPU 0,37s 
de procédé 
5mins 54s 4mins 23s 4mins 43s 7mins 15s 
Tableau V- 5: Comparaison de la précision et de temps de calcul pour le cas de tréfilage 
(avec un pas de temps quatre fois plus important)  
V.2.2. Cas du laminage de produit plat 
Comme évoqué dans les premiers chapitres, un des problèmes de la modélisation du 
contact est que les maillages utilisés pour discrétiser l’obstacle ne sont pas toujours 
suffisamment raffinés. Le modèle de contact doit donc être précis même si cette discrétisation 
est assez grossière. 
Pour évaluer l’intérêt de notre approche dans cette perspective, on compare les 
résultats pour deux maillages d’outil pour le cas de laminage de tôle, fin (Figure V-  17 b) et 
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grossier (5 fois moins raffiné) (Figure V-  17 a) tout en gardant le même maillage de tôle. Ce 
cas test est présenté dans l’Annexe2 (Paragraphe A2-4).  
(a) : cylindre initial                                      (b) : cylindre finement maillé 
Figure V-  17: Les deux maillages du cylindre 
V.2.2.1. Maillage fin de l’outil 
 Gestion du contact
La Figure V-  20, montre que pour ce cas de laminage de tôle, l’utilisation de l’implicite 
ou de lissage ou la combinaison de deux permettent contrairement au cas précedent une légère 
amélioration des résultats de simulation. Comme on utilise un pas de temps faible, des outils 
et une tôle très finnement maillés (Figure V-  17), on ne remarque pas une différence notable 
en améliorant la modélisation de contact. Les paramètres numériques utilisés sont adéquats 
pour assurer une bonne gestion de contact en utilisant un algorithme explicite de contact.  
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Figure V-  18: Zones de contact à t=0.162s et t=0.264s pour le cas de laminage produit 
plat avec un outil finement maillé 
 Résultats de la simulation : déformation équivalente
En observant les champs de déformation (Figure V-  19), on remarque que les résultats 
sont sensibles à la modélisation du contact même si les maillages utilisés pour la tôle et l’outil 
sont fins. La nouvelle approche offrant un meilleur calcul de la vitesse et par conséquence une 
meilleure estimation du flux de matière, on obtient des champs de déformation plus 
homogènes avec des maxima moins importants. Cette amélioration reste pas très importante 
car la solution avec l’algorithme initial est assez précise.  
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Lissage des outils







Figure V-  19: Déformation équivalente à t=0.45s pour le cas de laminage produit plat 
avec un outil finement maillé 
 Temps de calcul
On compare sur le Tableau V- 6 les temps de calcul issus de la simulation de 0,5s du 
procédé. On observe que la méthode de lissage n’est pas coûteuse en temps de calcul 
(augmentation de seulement 7mins par rapport au cas standard) alors que l’algorithme 
implicite apparaît plus coûteux pour ce cas de laminage. Cela peut s’expliquer par le fait que 
l’algorithme explicite permet de trouver la solution satisfaisante, et donc plus rapidement. 
Toutefois, cette augmentation du coût qui ne dépasse pas 5% est justifiée dans la mesure où 
elle améliore la précision. La combinaison des deux améliorations permet non seulement 
d’obtenir la meilleure précision mais aussi de ne pas être plus coûteuse que l’algorithme 
standard. Le lissage des outils permet en effet de réduire le temps de calcul de la formulation 
implicite. 
  Explicite Implicite Implicite avec 
lissage 
Explicite avec lissage 
Temps CPU 2h 17mins 2h 29mins 2h 19mins 2h 24mins 
Tableau V- 6: Comparaison des temps de calcul pour le cas de laminage de produit plat 
avec outil finement maillé 
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V.2.2.2. Maillage grossier de l’outil 
Pour ce cas, on compare les résultats obtenus avec : 
 Contact implicite avec lissage de l’outil grossièrement maillé ; 
 Contact implicite sans lissage avec outil grossièrement maillé ; 
 Contact explicite sans lissage avec outil finement maillé ; 
 Contact explicite sans lissage avec outil grossièrement maillé. 
L’idée de ce test est de comparer la précision des différents algorithmes de contact 
quand on utilise un maillage plus grossier de l’outil. Notre solution de référence sera alors le 
cas explicite avec outil fin.  
 Gestion du contact
La Figure V-  20, présente les zones de contact à deux instants différents de la 
simulation. On remarque premièrement qu’en utilisant un schéma explicite avec facettisation 
des outils, le traitement de contact dépend de la discrétisation de l’outil. Plus l’outil est 
grossièrement maillé plus on a une mauvaise détection de la zone de contact. Le contact 
implicite dans ce cas permet de remédier à ce problème. En effet, on peut observer qu’on a 
une amélioration de la description des zones de contact en utilisant le schéma implicite et qui 
est meilleure quand on combine l’implicite avec le lissage des outils. Le nouvel algorithme 
permet d’obtenir un traitement du contact aussi précis qu’avec l’utilisation d’outils finement 
maillés. 
Forge Im plicite avec 
lissage des outils
Forge Im plicite sans 
lissage des 
outils(m aillage grossier 
de l’outil)
Forge Explicite sans 
lissage des 
outils(m aillage fin de 
l’outil)
rge Explicite sans 
lissage des 
tils(m aillage fin de 
l’ util)
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Forge Implicite avec 
lissage des outils




Forge Explicite sans 
lissage des 
outils(maillage fin de 
l’outil)
rge Explicite sans 
lissage des 
tils(maillage fin de 
l’outil)









Figure V-  20: Zones de contact pour le cas de laminage produit plat avec outil 
grossièrement maillé à (a) t=0.0012s et (b) t=0.264s 
 Résultats de la simulation : déformation équivalente
En observant les champs de déformation de la Figure V-  21, on voit que la nouvelle 
approche permet d’améliorer considérablement les résultats de calcul. Même si le maillage de 
l’outil est grossier, on obtient des déformations plus homogènes et plus faibles, qui 
s’approchent davantage des résultats obtenus avec un maillage fin de l’outil. 
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Forge Implicite avec 
lissage des outils




Forge Explicite sans 
lissage des 
outils(maillage fin de 
l’outil)




Figure V-  21: Déformation équivalente à t=0.45s pour le cas de laminage produit plat 
avec un outil grossièrement maillé 
 Temps de calcul
Le Tableau V- 7 montre que même si le maillage de l’outil est assez grossier, notre 
approche permet d’avoir des résultats presque aussi précis qu’avec un maillage fin de l’outil 















1h 28mins 1h 44mins 1h 41mins 2h 17mins 
Tableau V- 7: Comparaison des temps de calcul pour le cas de laminage de produit plat 
avec outil grossièrement maillé 
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V.2.3. Conclusions 
On a développé un algorithme de lissage des outils destiné à résoudre les problèmes de 
précision et de robustesse engendrés par la facettisation de la surface de contact. Cette étude 
montre que sa combinaison avec un algorithme implicite donne des résultats prometteurs et 
très positifs comme pour le cas du laminage circulaire. En effet, le schéma implicite offre une 
meilleure précision dans la prise en compte de la condition de contact qui, combinée à la 
continuité de la normale résultant du lissage, permet une meilleure estimation du flux de 
matière, et par conséquent des déformations équivalentes et des vitesses de déformations 
(moins importantes et plus homogènes). D’autre part, même si on réactualise la condition de 
contact et que l’on projette sur une surface quadratique à chaque itération de Newton-
Raphson, cette approche n’est pas plus coûteuse que l’algorithme initial de Forge3®, sauf 
dans les cas où le schéma explicite est suffisamment précis et où il permet donc de trouver la 
solution plus rapidement. 
La précision de l’algorithme implicite est directement liée à celle de la méthode de 
pénalisation ; elle ne dépend plus du pas de temps. On obtient ainsi des résultats précis, même 
quand le pas de temps est plus grand que celui qui est nécessaire pour assurer la précision de 
l’algorithme explicite. Par ailleurs, la combinaison de l’implicite et du lissage permet de 
garantir la précision des résultats même si la discrétisation de l’outil est grossière. 
 Pour les procédés avec une faible zone de contact, ce nouveau modèle de contact 
permet donc de pallier aux problèmes rencontrés. En jouant sur les paramètres numériques 
tels que la taille de maille et le pas de temps, on peut réduire les temps de simulation tout en 
conservant une bonne précision des résultats thermomécaniques. 
Conclusions et Perspectives 








Cette thèse visait à apporter une contribution à la simulation des procédés de mise en 
forme à faible zone de contact, tels que le laminage circulaire, le laminage de tôle ou encore le 
tréfilage. En effet, les résultats de la simulation n’étaient pas parfaitement satisfaisants et 
s’avéraient très sensibles à la précision avec laquelle la zone de contact est décrite. Une 
modélisation plus précise du contact apparaissait donc cruciale pour une meilleure prédiction 
de la déformation globale du matériau. L’objectif de ce travail fut donc d’améliorer les 
méthodes et algorithmes de traitement du contact, initialement dédié à la mise en forme de 
produits massifs, tels que lors du forgeage.  S’agissant de calculs très coûteux en temps et 
systématiquement réalisés sur des machines parallèles, il était primordial de ne proposer que 
des améliorations qui puissent être facilement parallélisées. Cela nous a interdit de développer 
certaines formulations, telles que celle du contact intégré, fréquemment utilisée sur cette 
problématique. 
Afin de mettre en relief et de préciser les problèmes rencontrés, nous avons commencé 
par réaliser une étude de sensibilité des résultats aux différents paramètres numériques de 
calcul influant sur la précision du contact. Nous en avons déduis que l’algorithme 
implémenté, dans Forge3® - reposant sur une analyse nodale de la condition de contact, une 
approximation locale explicite par un plan de la surface de l’obstacle facettisé et une 
formulation pénalisée - présente certaines limites que l’on ne parvient pas toujours à lever en 
restant dans les limites acceptables des temps de calcul. Certaines des hypothèses sous 
jacentes à cet algorithme amènent parfois des problèmes de précision, tout particulièrement 
lorsque le traitement du contact nécessite la plus grande finesse.  
Dans une première partie, nous avons ainsi développé un nouveau modèle de 
traitement du contact qui est plus particulièrement dédié au procédé de laminage circulaire ; il 
repose sur un schéma de réactualisation temporelle en coordonnées cylindriques, une 
formulation implicite de la représentation de l’obstacle et une description analytique de celui-
ci, pour les cas où les outils sont des plans, des sphères, des cylindres ou des cônes. Grâce à 
cette description analytique, la normale de contact est continue, ce qui permet de calculer 
exactement la matrice tangente et le résidu des équations de contact, et ainsi d’imposer 
exactement la condition incrémentale de contact en fin d’incrément. Des applications à des 
cas de laminage circulaire ont montré l’efficacité de cette approche ; elle améliore la qualité 
des résultats qui se révèlent bien plus proches des mesures et des observations expérimentales. 
Nous avons ensuite généralisé cette  approche à l’ensemble des procédés à faible zone 
de contact, c’est-à-dire aux procédés pour lesquels il n’est pas possible de décrire 
analytiquement les outils. Nous avons développé un schéma implicite de représentation de la 
surface de l’obstacle, en réactualisant son approximation linéaire à chaque itération de 
Newton Raphson. Cette méthode permet de tenir compte exactement de l’évolution de la 
position relative de la pièce et de l’outil. Cependant, dans le cas d’une discrétisation trop 
grossière d’obstacles présentant des angles prononcés, des problèmes de convergence peuvent 
surgir.  
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Ils sont levés en développant une méthode plus générale de lissage de la surface de 
contact. Elle repose sur l’approche de Nagata qui consiste à augmenter le degré 
d’interpolation de la surface discrétisée en passant à des facettes triangulaires quadratiques. Sa 
précision s’avère dépendre de manière très nette de celle du calcul des normales aux nœuds du 
maillage. Nos travaux montrent que parmi les différentes méthodes envisagées, celle des 
normales votées (ou « Normal Voting ») donne des valeurs plus précises et permettent une 
meilleure détection des discontinuités géométriques, telles que les arêtes ou les coins. Cette 
méthode de lissage a été intégrée dans l’algorithme de contact implicite, par projection des 
nœuds sur la surface lissée quadratique à l’aide d’un algorithme de Newton Raphson. Cette 
procédure a permis, non seulement d’améliorer la robustesse de l’algorithme implicite - la 
continuité de la normale remédiant aux oscillations numériques des forces de contact - mais 
aussi la description de la surface de contact. De plus, elle est peu coûteuse en temps de calcul, 
surtout quand elle est combinée au schéma implicite. Cette combinaison des deux approches 
permet d’améliorer très significativement la modélisation du contact sans avoir besoin de 
réduire le pas de temps ni la taille des éléments. 
Testé sur un large nombre de cas d’application, le nouvel algorithme implicite avec 
lissage des outils assure une meilleure gestion de contact et permet de pallier à plusieurs 
problèmes de la formulation initiale. En effet, le contact est détecté plus tôt, la zone de contact 
est plus large et plus stable dans le temps. Cette nouvelle approche permet ainsi un meilleur 
calcul de la vitesse et par conséquence une meilleure estimation de flux de matière. Il en 
résulte des vitesses de déformations, des déformations et des températures plus homogènes, 
plus régulières et présentant des extrema moins prononcés ce qui est plus en accord avec 
l’expérience et les attentes. Le nouvel algorithme permet dans ce cas d’améliorer les résultats 
de simulation sans avoir à mailler plus finement ou à utiliser des pas de temps plus faible. Ces 
améliorations ont été constatées pour plusieurs cas de simulation de procédés réels sauf dans 
les cas où la méthode initiale était satisfaisante c'est-à-dire dans le cas ou les pas de temps 
ainsi que la finesse de maillage sont très petits. 
Ces développements permettent alors d’améliorer considérablement la simulation des 
procédés tout en étant facilement parallélisables. 
Cette approche peut être alors étendue sans difficulté mais avec grand intérêt, à une 
formulation ALE et au traitement du contact entre plusieurs corps déformables.   
En ce qui concerne les perspectives de ce travail, nous pouvons citer quelques axes de 
recherche qu’il conviendrait d’approfondir. 
Pour la gestion du contact, on peut envisager d’utiliser la méthode du Lagrangien 
augmenté pour améliorer la formulation actuelle - simple pénalisation. Elle permettrait 
d’imposer de manière aussi précise que souhaitée la condition de contact. Pour les procédés 
étudiés dans ce travail, le besoin ne s’en est pas fait ressentir, mais il pourrait surgir si les 
obstacles sont de géométrie moins homogène. 
 On pourrait utiliser aussi une méthode de contact intégré de type P1 ; elle permettrait 
d’affiner l’analyse de contact en augmentant la surface d’intégration. Nous avons vu que cette 
approche engendre une augmentation de la largeur de bande de la matrice de rigidité, ce qui 
s’avère complexe à traiter dans l’environnement parallèle du logiciel utilisé. Il faut alors 
réfléchir à cet aspect préalablement. 
 Une autre piste d’amélioration, plus facile à implémenter et presque immédiate, est de 
rendre le modèle de frottement implicite, et donc cohérent avec celui de la condition de non 
pénétration, en évaluant le frottement aux points effectivement en contact à l’instant 
considéré, et non pas à l’instant précédent, comme dans l’approche explicite actuelle.  
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       Une autre manière d’améliorer la précision de la simulation des procédés à faible zone 
de contact consiste, plus classiquement, à réduire les temps de calcul de manière à pouvoir 
utiliser des maillages et des pas de temps plus petits. Pour cela, il est possible d’utiliser des 
maillages anisotropes. En effet, ces procédés concernent généralement des produits fortement 
élancés. Il est donc possible d’utiliser des mailles allongées dans certaines directions de 
l’espace sans nuire à la précision des calculs. Cela permettrait de réduire très 
significativement le nombre de degrés de liberté et donc les coûts de calcul. 
 Concernant le pas de temps, un schéma d’intégration à plusieurs pas permettrait 
d’utiliser des valeurs plus faibles dans la zone réduite de contact, sans la modifier dans le reste 
du domaine, et donc d’augmenter significativement la précision sans sacrifier beaucoup le 
temps de calcul. 
Annexe 1 





A1.1. Cas académique 1 
Les géométries et les maillages des différents outils et de l’anneau sont présentés par la 
Figure A1-  1.  Les paramètres rhéologiques et numériques sont résumés dans le Tableau A1- 
1. 
   Figure A1-  1: Géométries et Maillages utilisés  pour un cas académique 1 de laminage 
circulaire  
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Paramètres rhéologiques 
Matériau Acier (42CrMo4)  
Loi de comportement (forgeage à 
chaud) 
Viscoplastique (Norton-Hoff) : 
 (consistance K=1900 MPa  ;  Sensibilité à la vitesse 
m=0,14) 
Type contact  Contact Anneau/Mandrin : Contact glissant 
 Contact Anneau/Cylindre moteur : Contact frottant : 
Frottement viscoplastique (=0,5 ; p= 0,15) 
 Contact Anneau/Cône : Contact glissant 
Vitesse des outils  Vitesse de translation du mandrin selon x :  1,5 
mm/s  
 Vitesse de rotation du cylindre moteur : 20 tour/min 
 Vitesse translation cône selon z : 0,4mm/s 
Paramètres numériques 
Taille élément (Anneau) 30  mm 
Taille de maille des outils  Mandrin : 46  mm 
 Cylindre Moteur : 18 mm 
 Cône : 32 mm 
Tableau A1- 1: Paramètres numériques et rhéologiques du cas académique 1 
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A1.2. Cas académique 2 
La Figure A1-  2 illustre les maillages des différents outils et de l’anneau et les 
différents paramètres sont donnés dans le Tableau A1- 2. 
   Figure A1-  2: Géométries et Maillages utilisés  pour le cas académique 2 
Paramètres rhéologiques 
Matériau Acier (42CrMo4)  
Loi de comportement (forgeage à 
chaud) 
Viscoplastique (Norton-Hoff) : 
 (consistance K=1900 MPa  ;  Sensibilité à la vitesse 
m=0,14) 
Type contact Contact Anneau/Mandrin et 
Contact Anneau/Cylindre moteur : Contact frottant : 
Frottement de Coulomb (µ=0,3 ; m =0,6) 
Vitesse des outils  Vitesse de translation du mandrin selon x : 1,5 
mm/s  
 Vitesse de rotation du cylindre moteur : 
60 tour/min 
Paramètres numériques 
Taille élément (anneau) 16  mm 
Taille de maille des outils  Mandrin : 27  mm 
 Cylindre Moteur : 40 mm 
Tableau A1- 2: Paramètres numériques et rhéologiques du cas académique 2 
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A1.3.  Cas test industriel 1  (AUBERT DUVAL) 
Il s’agit d’un cas de laminage circulaire fourni par AUBERT DUVAL. Les géométries 
et les maillages des différents outils et de l’anneau sont présentés sur la Figure A1-  3. Pour ce 
cas le cône ne touche pas l’anneau.  Le Tableau A1- 3 résume les données rhéologiques et 
numériques de ce cas.   
   Figure A1-  3: Géométries et Maillages utilisés  pour le cas industriel 1  
Paramètres rhéologiques 
Matériau Inconel 718 
Loi de comportement  Elasto-Viscoplastique thermo écrouissable: La 
dépendance de la consistance et à la température sont 
définies point par point suivant une courbe obtenue
expérimentalement sur la base d’essais rhéologiques … 
Type contact Contact Anneau/Mandrin et 
Contact Anneau/Cylindre moteur : Contact frottant : 
Frottement du Coulomb (µ=1 ; m =1) 
Vitesse des outils  Vitesse de translation du mandrin selon x :  
0,4 mm/s  
 Vitesse de rotation du cylindre moteur : 8 tour/min 
Paramètres numériques 
Taille élément (Anneau) 8  mm 
Taille de maille de des outils   Mandrin : 14  mm 
 Cylindre Moteur : 17 mm 
Tableau A1- 3: Paramètres numériques et rhéologiques du cas industriel 1 
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A1.4. Cas  Industriel2 : Cas Transvalor avec cône 
Il s’agit d’un cas industriel fourni par Transvalor. La Figure A1-  4 schématise les 
géométries et le maillage des différents outils. Toutes les données de ce cas test sont 
présentées dans le Tableau A1- 4. 
Figure A1-  4: Géométries et Maillages utilisés  pour le cas Transvalor avec cône 
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Paramètres rhéologiques 
Matériau Inconel 718  
Loi de comportement  Elasto-Viscoplastique : loi définie point par point 
Type contact  Contact Anneau/Mandrin et 
Contact Anneau/Cylindre moteur : Contact frottant : 
Frottement du Coulomb (µ=0,3 ; m =0,6) 
 Contact Anneau/Cône : Frottement de Tresca m =0 
Vitesse des outils  Vitesse de translation du mandrin selon x : cette 
vitesse dépend de la hauteur et en moyenne elle est 
égale à 0,35 mm/s  
 Vitesse de rotation du cylindre moteur : 15 tour/min
 Vitesse de translation du mandrin selon x : cette 
vitesse dépend de la hauteur et en moyenne elle est 
entre 80  mm/s et 100 mm/s 
Paramètres numériques 
Taille élément (Anneau) 16  mm 
Taille de maille des outils  Mandrin : 43  mm 
 Cylindre Moteur : 44 mm 
 Cône : 26 mm 
Tableau A1- 4: Paramètres numériques et rhéologiques du cas industriel 2 
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A2.1. Cas de tréfilage 
           
             Pour ce procédé, la pièce cylindrique est étirée en la forçant à passer à travers l’orifice 
d’une filière pour obtenir une réduction de 0,75 de son diamètre. Les dimensions des pièces 
sont représentées sur la Figure A2-  1-a. Seulement le tiers du procédé est simulé pour des 
raisons de symétrie. Les géométries et le maillage de la filière et de la pièce sont présentés sur 
Figure A2-  1-b. Les données matériau et numériques sont résumées dans le Tableau A2- 1. 
L=38 mm







   Figure A2-  1: (a) Descriptif du procédé 
(b) Géométries et Maillages de la filière et de la pièce utilisés pour le cas de tréfilage 
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Paramètres rhéologiques 
Matériau Acier (AlMg4,4Mn0,7Cr)  
Loi de comportement (forgeage 
à froid) 
Elasto-viscoplastique 
Elastique : (module de Young: E = 73.10
3
 MPa ;   
coefficient de poisson   ν  = 0.3) 
Viscoplasticité (Norton-Hoff) : 
 (consistance K=445 MPa  ;  Sensibilité à la vitesse 
m=0,016) 
Type contact Contact Glissant 
Vitesse d’étirage selon x 100 mm/s 
Réduction R/R0=0,75 
Paramètres numériques 
Taille élément (lopin) 0,75 mm 
Taille de maille de l’outil 
(filière) 
0,5 mm 
Pas de temps 0,0025s 
Tableau A2- 1: Paramètres numériques et rhéologiques du cas test Tréfilage 
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A2.2.Cas de repassage de cylindre 
Il s’agit du repassage d’un cylindre sur un massif plan élastique (Figure A2-  2) .Le 
cylindre a une vitesse horizontale selon xu

. Les géométries et le maillage de l’outil et de la 
pièce sont présentées sur Figure A2-  2. Les données matériau et numériques sont résumées 
dans le Tableau A2- 2. 
Vitesse de 
repassage selon x 
   Figure A2-  2: Cas repassage cylindre (maillage grossier de l’outil) 
Paramètres rhéologiques 
Comportement matériau Elastique : (module de Young: E = 2.10
5
 MPa ;   coefficient 
de poisson   ν  = 0.3) 
Type contact Contact Glissant 
Vitesse de repassage selon x 1 mm/s  
Paramètres numériques 
Hauteur du plan  5 mm 
Taille élément (Plan) 1 mm 
Taille de l’élément selon x 
(maillage structuré isotrope)  
1 mm 
Rayon du cylindre 5 mm 
Taille de maille de l’outil 
(cylindre) 
1,7 mm 
Pas de temps 1 s 
Tableau A2- 2: Paramètres numériques et rhéologiques du cas repassage cylindre 
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A2.3. Cas d’indentation d’un massif par un cylindre : 
Contact Hertz Cylindre/Plan 
Il s’agit du cas d’indentation d’un cylindre dans un massif plan élastique (Figure A2-  3). 
Le cylindre a une vitesse verticale selon zu . La fin de processus correspond à une indentation 
de 2 mm dans le massif. Pour ce cas, on a travaillé avec deux types de maillage, un structuré 
et un autre non structurés, selon l’application. Les géométries et le maillage de l’outil et de la 
pièce, pour ces deux cas respectifs, sont présentées sur la Figure A2-  3-a et sur la Figure A2-  
3-a. Les données matériau et numériques sont résumées dans le Tableau A2- 3. 
0, 01.out zv u= −
 
(a)                                                                    (b) 
   Figure A2-  3: Cas d’indentation d’un cylindre (a) maillage non structuré fin 
(b) maillage structuré grossier 
Paramètres rhéologiques 
Comportement matériau Elastique : (module de Young: E = 2.10
5
 MPa ;   
coefficient de poisson   ν  = 0.3) 
Type contact Contact Glissant 
Vitesse de repassage selon z 0,01 mm/s  
Paramètres numériques 
Hauteur du plan  5 mm 
Limite indentation 2 mm 
Taille élément (Plan) 1 mm 
Taille de l’élément selon x 
(maillage structuré isotrope)  
1 mm 
Rayon du cylindre 5 mm 
Taille de maille de l’outil 
(cylindre) 
1,7 mm 
Pas de temps 1 s 
Tableau A2- 3: Paramètres numériques et rhéologiques du cas indentation cylindre 
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A2.4.Cas de laminage de produit plat 
Il s’agit d’un cas simple de laminage plat. La tôle a 100 mm de largeur et 25 mm
d’épaisseur en entrée (Figure A2-  4-a). Elle subit, en une passe de laminage, une réduction de 
28% en épaisseur (Figure A2-  4-a). Le cylindre a un rayon de 300 mm. La vitesse du 
poussoir est de 1000 mm/s. Seulement un quart de la tôle a été modélisé pour des raisons de 
symétrie. Le maillage de la tôle est représenté sur la Figure A2-  5. Les raffinements au niveau 
de la zone de contact sont assurés à l’aide de « boîtes de maillage » (voir Tableau A2- 4). Les 




Figure A2-  4 : (a) Configuration initiale (phase d’engagement  (b) Configuration du 
modèle en cours du procédé (état stationnaire) 
  
Taille par défaut [mm] 5 
Taille dans boites en entrée et en sortie d’emprise (bleu) [mm] 1,5 
Taille dans boite au centre de l’emprise (vert) [mm] 2,5 
Taille dans boite en rives (orange) [mm] 3 
Tableau A2- 4 : Carte de taille de maille de la tôle 
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Figure A2-  5 : (a) Maillage de la tôle vue de dessus (a) et vue de côté (b) 
Paramètres rhéologiques 
Loi de comportement 
(forgeage à chaud) 
Viscoplastique (Norton-Hoff) 
       (consistance K=30 MPa ;  
        sensibilité à la vitesse de déformation  m=0,3) 
Type contact Contact frottant : Coulomb  
Coefficient de Coulomb 3,0=µ  et coefficient de Tresca 
1=m    
Vitesse de laminage selon x 500 mm/s 
Réduction 28% 
Paramètres numériques 
Pas de temps 0,00075 s 
Tableau A2- 5 : Données rhéologiques et numériques du cas laminage de tôle 
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A2.5.  Cas laminage produit long 
Il s’agit d’un cas de laminage d’une de barre longue pour obtenir un produit profilé 
avec une réduction de diamètre de 20% (Figure A2-  6). Les géométries et le maillage du 
cylindre et de la billette sont présentées sur la Figure A2-  6-a. La vitesse du poussoir vaut : 
100 /poussoirv mm s= .  Seulement un tiers de la tôle a été modélisé pour des raisons de symétrie. 






                                     (b) 
Figure A2-  6 : Descriptif du cas test laminage produit long 
Paramètres rhéologiques 
Loi de comportement 
(forgeage à chaud) 
Viscoplastique (Norton-Hoff) : 
 (consistance K=50 MPa  ;  Sensibilité à la vitesse m=0,03) 
Type contact Contact viscoplastique de Norton-Hoff 
le coefficient caractérisant le frottement 3,0=fα  ;  le coefficient 
caractérisant la sensibilité à la vitesse de glissement q=0,15





Taille élément (lopin) 9 mm 
Pas de temps 0,001 s 
Tableau A2- 6: Données rhéologiques et numériques du cas laminage produit long 
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A3.1.Cas d’un outil cylindre 
La dérivée seconde de t tnδ +∆  (III.30)  s’écrit : 
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A3.2.Cas d’un outil cône 
La dérivée seconde de ttMd
∆+  peut être déterminée : 
2 1 2 1
2 1 2 1
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Cette technique de sous incrémentation a été utilisée pour rendre la convergence de 
l’algorithme de Newton Raphson plus fiable. En effet, sur certains cas on observe que 
l’algorithme décrit ci-dessus oscille et il ne converge pas vers la solution quadratique. Dans ce 
cas, on garde le projeté linéaire. Pour cela on peut obtenir des solutions qui ne sont pas 
homogènes. Par exemple pour un cas de contact Sphère/Plan où la sphère vient écraser un  
massif semi infini élastique. Les géométries utilisées sont représentées sur la figure Figure A4 
-  1. Le contact est glissant entre le corps et l’outil. 
Figure A4 -  1: Maillages et géométries initiales de contact Sphère/Plan 
La Figure A4-  2 compare les contraintes normales de contact en utilisant une sous 
incrémentation ou non. On observe qu’on a des nœuds qui s’échappent de l’aire de contact car 
le calcul du projeté quadratique n’a pas convergé. Pour cela il était important d’implémenter 
un algorithme de Newton-Raphson optimal avec sous incrémentation pour garantir une 






Figure A4-  2: Comparaison des zones de contact entre un calcul avec sous 
incrémentation et un calcul sans sous incrémentation 
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Amélioration de la modélisation de contact pour les procédés à faible zone de contact 
RESUME : Ce travail vise  à améliorer la performance du code éléments finis FORGE®. En effet, la 
modélisation du contact dans ce code s’avère insatisfaisante pour simuler les procédés de mise en 
forme des matériaux à faible zone de contact. On présente dans ce mémoire les développements qui 
ont été réalisés pour améliorer le modèle de contact existant. Dans la première partie, partant de ce 
modèle, on s’intéresse à un problème spécifique qui est le procédé de laminage circulaire. Un 
nouveau modèle de traitement du contact  dédié à ce procédé  est développé. Il repose sur un 
schéma de réactualisation temporelle en coordonnées cylindriques, une formulation implicite et une 
description analytique des obstacles. La condition de contact incrémentale est alors imposée 
exactement en fin d’incrément. On valide ces développements sur plusieurs cas de procédé de 
laminage circulaire où l'on montre l'apport du nouvel algorithme en terme de précision de gestion de 
contact et aussi en terme d’amélioration des résultats de simulation et des temps de calcul. Dans la 
deuxième partie, on a généralisé cette approche à l’ensemble des procédés à faible zone pour 
lesquels une représentation analytique des outils n’est pas possible. On a développé alors un modèle 
implicite général basé sur la réactualisation de la condition de contact au cours des itérations de 
Newton-Raphson. Cette méthode permet de tenir compte exactement de l’évolution de la position 
relative de la pièce et de l’outil. Ensuite, on généralise le lissage des outils à des pièces de géométrie 
plus complexes. On étudie alors l’influence de la discrétisation de l’outil sur la précision de la 
simulation des procédés de mise en forme et particulièrement pour des procédés à faible zone de 
contact. Une méthode d’interpolation quadratique proposée par Nagata est alors implémentée pour le 
lissage de la surface des outils discrétisés par des éléments plans. La nouvelle surface interpolée est 
déterminée d’une façon locale à partir seulement de la  position des nœuds et des normales nodales. 
Ces normales sont calculées  à partir des normales aux facettes entourant le nœud considéré en 
utilisant la méthode des normales votées. L’efficacité de cette méthode combinée à schéma 
d’intégration implicite est testée pour plusieurs procédés de mise en forme.
Mots clés : algorithme de contact, schéma implicite/ explicite,  éléments finis, lissage de surface, 
normales nodales, laminage circulaire, forgeage
Improved contact treatment for metal forming processes with reduced contact area 
ABSTRACT : Finite element simulation of forming processes is now widely recognized as an efficient 
tool for designing actual forming processes in industry. However, for metal forming processes where 
the contact area is quite small with respect to the component size, like wire drawing, extrusion and 
rolling, there is still an extensive need for increasing the accuracy and robustness of the results while 
decreasing the computational time. In the finite element code FORGE®, the contact model is 
inappropriate to properly simulate these processes. The specific goal of this work is to develop new 
techniques for improving contact model. In the first part, an implicit scheme of contact is developed on 
the basis of the first formulation. This work is divided on two steps. First, a general implicit scheme 
based on an updating of unilateral contact condition at each Newton-Raphson iteration is 
implemented. Secondly, a fully implicit formulation of the problem of contact and the smoothing of tool 
surfaces by using their analytical description specific for ring rolling process is developed. The second 
part, a smoothing contact procedure is implemented. The smoothing of contact surfaces, which are 
defined by linear triangles, is based on a higher order quadratic interpolation of the curved surface. 
This interpolation is derived from the node positions and their normal vectors, as proposed by Nagata. 
The normal vectors are calculated at each node from the existing discretized surface by considering a 
patch of surrounding elements using Normal Vector Voting method. The efficiency and reliability of 
different resulting contact model are assessed on several examples, such as the indentation of a 
parallelepiped and the drawing of a wire.
Keywords : contact algorithm, implicit scheme, surface smoothing, normal surface, forging, wire 
drawing
